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XLI 


Ter la formula più generale cos. 2 è, avremo per il termine 
generale della seric ordinata per i seni degli archi moltiplici 


| 


Aj>3 fcos. n 0.sen.xp.do 
7 


per il caso di x pari; e nella supposizione di x dispari, 
det foos n o.sen®d.dp- db 
È TA 


Essendo 7 un numero intero comunque, converrà distinguere 


il caso in cui è pari, da quello in cui è dispari. Abbiamo pertan- 
to integrando tra i limiti p=0,9=7, 


J cos.n g.senx9p.de= TEO (a - c08.(+n)7) 


“ni (1 = cos.(x-n )r) 


Se sarà 7 pari, avremo nel caso di x pari 
S cos. n p.sen. x p.de=0 
e se la x sarà dispari, sarà 


Scos. n p.sen wp.do= —2® 


cn 


Quindi essendo x pari, si avrà A, = 0, e se sarà dispari, il 
valore di A, sarà dato dalla Equazione 


Sostituendo questi valori nella serie 


cos.a?=A+A, sen. p+A.sen.29+...+A,Senap+ii. 
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troveremo la espressione assai ‘elegante 


cos.ng=1+ LS) A - 1) sero + (n +) sen 3 


tin 


Questo resultato ha luogo nel caso di 2 pari. Per esaminare 
il caso di 7 dispari, riprendiamo la formula 


fra no.sen.xp. ona) 1-co0s. (x+72)t Î 
A 1-c0s.(x-2)x } 


Egli è chiaro che se ancora la & sarà dispari, sarà 
Scosn®.sen.xp.de=o0 
e se sarà la x pari, avremo 


2% 


S cos.ng.sen.xp.dp= 
a'- n° 


Sostituendo questi valori nelle formule 


A,=2_/ cosne.senxo.do- sa 
n TX 


A, =_?_ [ cos.ng.sen.x9.dp 
T 


la prima delle quali ha luogo se x è dispari, e la seconda se x è 
pari, avremo per il primo caso 


da 
Lisi 
e per il secondo 
ii 


m(a° n°) 
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Sostituendo questi valori nella nostra serie , si avrà 


1 ” 
tennis - SOM. 20+ —— sen.3 9 
9 


sen.4h 9 + -;- sen. 59 + sco. | 


n 


XLII. 


Se poi fosse 2 un numero fratto , irrazionale, o trascendente, 
si potrà sempre svolgere per i seni degli archi moltiplici di ® la 
funzione cos. 2 ©, in modo che sia 


cossng=1+A, sez. g+A.sen. 20 +...+A,senxv+&c. 


avremo infatti (xxxu1) nel caso di x pari 


2 
A,= — f cos. g.sen. x9.do 


7 
ce se 0 è dispari 
2 
A, = ——fcosno «sen. p.d g— Ac 
Cd T.X 


Abbiamo adesso 


cos. n e,sen.v «= —L sen. 


ver) et sen:(x-R).0 


Quindi moltiplicando per d ®, e prendendo gli integrali da © 
=ofinoag= 7 


fcosnosenx9.do=— (cosat.cosnm-1) ni 


mv n 
cioè se d è pari 


3 


fcosno.sen xp. de=—(cos.nt-1). 
ai 2 
e se ® è dispari 


f cos.in p.senxp.do=(cosnt+1). Si 
AE n 


8a 


Sostituendo queste espressioni nei valori di A,, avremo, essendo 
x pari 


A,=- (cos.nm—1i). 
ed essendo w dispari 


2% 
A.=(cosnr+1). ii 
T(e-2°) 7 
onde sostituendo nella serie stabilita per cos. @, si otterrà la for 
mula generalissima 


2( /cossom+1 2 3 (cos.nrt+1) 2 3 
cos.n® 1+5} ( =) sono ( - —j sen. ® 


1-0 3- n° 


—j) sen 5p+ nta —3) sen. 7 0+ o.} 


nè 


2 one (25020 4sen 49 6sen. 60 
3 (cos. nr-1) ( dn + qa Gn + &e.) 


della quale le precedenti sono casi particolari. 


XLIII 


Tutte le volte che 7 sarà fratto, o irrazionale, o trascendente 
potremo svolgere la funzione cos. 2 @ anche per i coseni degli 
archi moltiplici di p. In questo caso, facendo 


cos. no = A+ A, cos. $ + A; C05.2 D ++ A” COS. d+ 


il valore del termine generale A sarà assegnato (xxx1) dalla formula 


o 
ui = 2/00s.n 9. cos. P.d p 
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senza che debba farsi distinzione tra il caso di x pari, o dispari 
come conviene alloreliè le serie procedono per i seni degli archi 
moltiplici (xxx). 


Facilmente troveremo , integrando tra i limiti p= 0,9 =T, 
d x 1 
, n0.cos.xd.dp= 7-3 «Sen. + ———sen.(n- 
fcos np.cos.vp.d9= (+2): (1+2)v+ Tana (n-x)7 
Abbiamo adesso 
sen. (n+x).m= sen. (n-x)x = # sen nr 


ove il segno superiore conviene ad x pari, e l’inferiore ad x di- 
spari. Sostituendo , troveremo 


f cos. n ®. cos. xo.do=®" 
e quindi 
AS nT 
si T' nix 
Si ha inoltre 
1 
A =/cos. np. d 9= 2a senno 


Quindi sostituendo nella nostra serie , si avrà 


Li 2n $ cos. cos. 
60s appa * senno i — Ed + so oa 56, &c. 


pet n di 7 ns 3 
è 
) 


zn 
+ — sen.n 
5 T 


ossia più semplicemente 


) 1 PA ( coso cos.2 ® 
o 9 Lett, i SE 
(= ni n—2 


Facendovig=0, otterremo mediante una agevole riduzione 
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torte ria 1 1 1 
an aon.sen.nt ni nd nen +&e. 


i 83 h vd 
Se in questo resultato supporremo 2 = ? avrassi riducendo 


la serie 
1 T hi. 
— en, D:T 1 2 &ec. 


1 
= 27 sen = ——-—— +4 * 
2h 2hk. Roo hi 2ki hole” hi-3 


resultato che per induzione Euler dedusse dalla considerazione degli 
infiniti fattori nei quali si decompone Ja funzione esponenzia- 
le e0 +07. 

Se nella serie 


sen.nn 
cos. p= 


T 


faremo @©= 7, troveremo 


T_ cosnm_i 


gn sennt 2Qn* 


cioè facendovi 7 a 

k 
1"; co! it. a 1 si 
ole 2h.k" E pe s-hO PR-R 


serie che come la precedente dedusse Fuler dalla decomposizio- 
ne della esponenziale e® +e 9, e che in tal modo sì trova di 
rettamente dimostrata, c dedotta da una più generale, 


XLIV, 


Prima-di sviluppare alcune proprietà assai ‘osservabili di que- 
ste formule, riprendiamo la generale espressione 


cos.no= 
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eso n5008:8_ cos. 9 _ C0s. 613 _008.4° ig i) 


pr | 
n {a-1 n n=3 n-& 


T 


Differenziandola due volte rapporto a 9, avremo 


sen.nacos.® _9:008.29 , 3: cos. 50 L'Eo ) 


—_rn°.cosng=92n. eni —— - 
tr \N-1 n-2° nin d 


cioò facendovi g = 


o 3: a 
si, n .f_e na % 4 


- = —_ + &o; 
20 senno n-1 n-2° n-S n°-4 


onde se l'arco qualunque y avrà il rapporto 2 con la mezza peri- 
ferìa, cioè se sarà y = 2 7, otterremo 


y ss da LORA La + &o. 


= 2 E SE Pra O 
sen.) Viu gen Sn W-n 


formula dalla quale potremo speditamente calcolare il rapporto di 
on arco al suo seno. 

Abbiamo trovato (xvn) che questo rapporte è assegnato an- 
che dalla formula integrale 


y 
h 2/3 
sen.) ic 


purchè la integrazione si eseguisca tra i limiti x=0,x =1; con 
frontando per tanto questa relazione con la superiore, si avrà 


[oE da _ 


x +2%.C0s.y+1 


ove y = mn. 


1 n 1 
Se supporremo 2 = ——; sarà cos. y = cos. —— T = 0; © 
2 2 
quindi 
dx 2 È 6 
J «Posi 38 + — - &o. 
1+x 2°-1 4-1 60°-1 
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come precedentemente abbiamo trovato (xt). 
Queste formule sono tutte altrettanti corollarj della serie ri- 
portata in principio di questo articolo 


; 5.2 cos.3 Ì 
2a ( PIÈ P4+09890 _ &o, } 
n°-1 n°-2° FJ Di d) 


dalla quale, oltre le indicate, si possono dedurre molte altre con- 
seruenze. Così differenziandola 27 volte rapporto a ?, avremo 
facendovi @ = 0, 


mea L. 1 Di du I) 


a de na 
2,SC4, NT n=1 n-2° ni -3° 


ove il segno superiore conviene ad m pari, e l’inferiore ad m di+ 
spari. Facendovi 2 = 0, ne ricaveremo 


osi 2” +3 - 4° + &e. 


serie conosciuta , della quale abbiamo preced entemente fatto uso (xvi). 


Nell’ articolo (xt) siamo pervenuti alla formula 
1 1 1 
da È = /_- sped = + &c, 
an onsenni Der n-2 n-5 n° 


Sc svolgeremo per le potenze di 7 così il primo, come il secondo 
membro di questa Equazione, potremo |dal paragone ‘dei termini 
moltiplicati per le medesime potestà della 2 dedurne tutte le po- 


tenze pari di 7, svolte in serie numeriche. Facciamo per maggior 
semplicità 


ciò posto, è chiaro che la nostra equazione potrà prendere la forma 
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Lod T 1 1 


1 
=, — RE, — ME ko 
2n°  2n.sen.nt a x x 


Pertanto tutto si ridurrà a svolgere in serie per le potenze di 7 
il primo membro di questa equazione, o più semplicemente, ad or- 


. de l I 3 
dinare per le potestà di 2 7 la funzione —— . Se dunque fa- 
ser.nt 
Temo 
1 


= 1 Ant+ Ann + Ani +. + A e + Ko, 
sen.nT nr 


avremo, sostituendo nella precedente equazione, dal confronto dei 
termini la generale relazione 


la serie che rappresenta, avremo 


I 2 1 1' 1 
z A, .r=1- 37 ITS 


1 

po &o 

Egli è chiaro adesso che il secondo membro di questa Equazione 
all’accrescersi di l converge sempre verso l’unità, in modo che rap- 


porto all’indefinito incremento di questa quantità, l’unità è il li- 
mite della espressione 


1 
s+3F - &o. 


Quindi per un valore assai grande di #, avremo prossimamente 


T pr 


Au 
Il che offre una proprietà assai osservabile dei coefficienti nume ricì 


della funzione 


TESE svolta per le potenze di w, ossia della cose- 


cante di un’ arco. Converrà pertanto esaminare, come una tale 
evoluzione possa effettuarsi. 


XLVI 


Facciamo per tanto 


1 T 
=7 + Ag + Aq +Ag Ut AU! + 
senuTu 


Moltiplicando per %, avremo 


u 


vii i Aut+ Aut + A;U+......+ Agg siii 
sen. 


Ed il general coefficiente A.,_, sarà determinato. dalla Equazione 


A. 


facendo u=0 dopo le differenziazioni. Ma se queste si effettuas- 
sero, facile si è a vedersi che sempre sì otterrebbero dei resultati 
della forma ©, onde converrebbe mettere in opera una moltiplicità 
di operazioni , che permetterebbero difficilmente di conoscere la 
legge dei termini. Per evitar questo inconveniente riprendiamo la 


u 
formula -—; i 
Cn abbiamo 


ul: —uy—1 


v= 1 


O K, 


onde sostituendo, sarà , facendo per semplicità maggiore on. 


Ka uv 
uy—1 


e —e 


cioè, ponendo uyV—1 3, 


oze 
Re ES 
e i 


Questa ultima frazione sì decompone fucilmente in due, in modo 


che si ha 


e 4 & #1 


E tutto per conseguenza si ridurrà a cercar lo sviluppo per le po- 


tenze di 3 del secondo membro di questa Equazione; Iigli è chiaro 


adesso che il termine i presenta la stessa difficoltà che nella 
3 e 


proposta funzione s’ incontra, ma la eviteremo, impiegando un ar 


tifizio di calcolo dovuto al sig. Laplace, che si è imbattuto nella 


. z . a s . e RAT 
funzione I cercando di sviluppare le analogie dei differenziali 


e 


facilmente si decompone. nelle 


12 
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poichè impunemente possiamo in luogo di 2 sostituire un suo mul- 
tiplo, che svanisce contemporaneamente a quella quantità. Quindi 
facendo p= 


1,g= n, avrassi 


si avrà , mediante le riduzioni ottenute 


o 
a'K si ® e+1 
ni Sla ei 


dalla qual formula potremo facilmente avere lo sviluppo della fun- 
zione K per le potenze di 3. 

Si può ancora il differenziale n di K maggiormente sempli- 
cizzure , osservando che avendosi 


3 


rt i (e+1)" 
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sarà anche 

d'z (e+1)0'= d'3. (e+1)0'+n. dz. d (e'+1)0 tn 
+ndz.d''(e+1)+2d'(e+ 1)! 


La supposizione di z = o riluce manifestamente questa quantità 
ad ndz. d''(e" +1)", poichè nella ipotesi di ds costante , 
le quantità d* 2, d' 2, &e. sono tutte nulle, Sarà pertanto, nella 
supposizione di 3 =0, 


dr E PESA dii 
e + e+1 
i i er A = 
dz da 
e quindi sostituendo 
Si: 
| di 
dK n(o°-2) e@+1 
dz'T 2"-1 dz" 


Dalla qual formula potremo ottenere facilmente la evoluzione della 


funzione K per le potenze ascendenti di 2, ed essendo z=U%/— 1, 


e K= si avrà in conseguenza lo sviluppo della funzione 


— sen. 


fena, che ci si siamo proposti di ottenere. Non ci tratterremo ad 


esaminar davvantaggio un tale sviluppo, poichè vedremo in segnito 
un’ altra maniera per ottenerlo, e perchè si potrà esserne piena- 
mente istrutti nella bella memoria del Sig. Laplace inserita negli atti 


dell’ Accademia delle Scienze di Parigi dell’anno 1777 - 


XLVII 


Pertanto essenlo, come sul principio del precedente articolo 
abbiamo veduto, 


32 


1 u 
Ape ta dit 
MRI 2.3....2h sem. U 
due 


purchè si faccia u=0 dopo le differenziazioni, sarà ancora 


1 2h.(2'%-2) 1 
ah E . d''!— 
Au 2.5...2 hh 2-1 e +1 
d'a 


facendo 2= © dopo le differenziazioni. E da questa formula ritrar- 


remo il modo di aver la somma della serie 


1 1 1 
1-gutzi tg» + &o. 
poichè si ha (xLv) 
I sb 1 1 
FAT =1- 9045: 


2bet 


Dal modo con cui abbiamo determinata la quantità A”, ve 


dremo discendere le celebri srelaioni che passano tra le serie 
1 1 


1—--a+34T 


2 5 4° 


i°- Da lanli + giett 4! + &ec. 


Di quest’ultima si può infatti rappresentar la somma (xvi) me- 
9 P P 


diante la formula 


purchè si faccia y="1 dopo le differenziazioni. La general fanzio- 
ne vdydy SI si può ridurre adesso ad una più comoda 
3 
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forma mediante una trasformazione di variabile. Suppongasi infatti 


ydydy...dyd _ d'P . (b) 
dy" dz i 
ove P è funzione di 2, e z è funzione di y. Facciamo y=Y 2, 
e differenziando la Equazione (b) rapporto ad y, € moltiplicando 
quindi per yY, avremo 


ydydy...dydu, _ gd P 


dy' dy.d 2° 
L dvz . . x 
ma essendo y=Y 3, sarà dy= peg d z; onde sostituendo si otterrà 
Z 
gdydy...dyd.!r yz d'P 
dy"" drz da" 
ds 


ma se nella Equazione (b) varieremo 7 in n+1, sarà ancora 


gdydy.. dyd i 2 IP 
dy°" dr 


d''' P Y 5 d' P 


ossia 


e quindi 7 2 = de”, 0 più semplicemente Y z = e". Avremo 
dunque y=Yz= e”. Per avere il valore di P, riprendiamo la Equa- 


zione (b) 


(as ydydy... dyd}; _ d'P 
dy' dz” 
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e facendovi 2 = 0, sarà 
p__l 
Si 
cioò Pa — -. Pertanto, supponendo y= e*, avremo 
1+e° 
ydydy...dydi,t, = ae! 
dy È 1 +e 
ds" 


1 dopo le differenziazioni 


Abbiamo ora, facendo y = 


‘ 
Sa 21 gii 34 Vini STRANE 
y 
€@ per consesuenzi essendo = e’ sarà ancora 
D 9 9 
di 1 _=i1 gilt 4 gir 4 sie o, 
1+e° 
da” 


z= 


purchè si faccia 2 = o dopo le differenziazioni. 


Ma supponendo 3 = 


A. = RIS E Rc 
i 2.5... (2h-1) 2” 1} 


ed avendosi 


1 
eni at 


o dopo le differenziazioni , noi abbiamo 


ag_9| iù 
2\ 1-aft + 330 4 to; 
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sarà anche, sostituendovi il trovato valore di A._, 


4 Be 4 Le 


celebre relazione, che Euler ritrovò per induzione, e che inseg ui- 
to è stata da varj illustri Geometri dimostrata . 
La serie 


1 = gr 4 BH — 49 + &o. 


mol:iplicata per il coefficiente = -— 


( 


riore appartiene ad A disparì, e l'inferiore ad f_ pari, rappresen- 
PP part, 9 


ig» ove il segno supe- 
2 


ta, come è noto, il termine generale dei numeri di Bernoulli, che 
tanto influiscono nella general Teoria delle serie, Abbiamo veduto 
ohe la quantità 


1-90! + 31 — 4! + &o. 


È 1 NE . 
può essere espressa dalla formula d*__°___, purchè si faccia z=0 
t+e 


dz 


dopo le differenziazioni. Chiamando dunque U il term ine gere- 
rale dei numeri di Bernoulli, sarà 


h ; 1 
Tegp 82 ai 
(2° -1)2” 1+e 
d gr 


essendo U determinato come sopra, effettuate le differenziazioni. 


6 
di XLVIIL 


Abbiamo nel precedente articolo veduto come la funzione 


ydydy_.dyd > si può sempre ridurre alla forma # ca 
dy” dz 
sendo P una funzione conosciuta di 5, c 2 una fanzione parimen- 
te conosciuta di y. Una simile riduzione ha luogo ancora per la 
sdsds...dl'y 


funzione molto più complicata dy' 
 / 


ove s è una qua- 


Junque funzione di y Facciamo iafatti 


sdsds.dPFy _ d'P 
dy' dz" 


Noi avremo differenziando rapporto ad y, e moltiplicando per 5, 


sdsdirsandF) ‘sd 
dy' dy.d 2° 


Ma variando 2 in n+1 abbiamo ancora 


sdsds.....dFy _ d'P 
dy°° da” 


Onde si otterrà la Equazione 


de P_ sd" P 
dat dy ds" 


Ma essendo y una funzione di 2, che denoteremo Y 2, avremo anche 


E quindi sostituendo, sarà 


dp d'#P a 
de “dz! dvz 


07 
dovrà essere dunque 

dYvz 

di 


s= 


Da questa Equazione, sostituendo nella quantità s in luogo di 
Li q I g I 
il suo valore Y 2 troveremo integrando il valore di Y 2 espresso 
per 3, ed in tal modo sarà conosciuto il valore di y. Facendo poi 
nella Equazione 
sd 8. dFy d'P 
dy' Cadiz” 
la 2=0, avremo P= Fy. cioè p=F.vg il che darà la com- 
pleta soluzione del problema. 


IL. 


Le cose precedenti ci siranno molto utili quando parleremo 
della integrazione delle Equazioni a differenze parziali. Ma non 
possiamo quì dispensarci dall’indicare un modo assai semplice di 
ottenere sotto una nuova forma 1’ espressione del termine generale 


dei numeri di Bernoulli, che discende da queste trasformazioni . 
Consideriamo la formula generale 

ydyd 

dy 


dFy 


Facilmente ci persuaderemo dalle successive operazioni indicate in 
questa formula, che potremo metterla sotto la forma 


ydy.dFy  .3°Fy_, d'Fy po F2.,e 
ni nai i cabina 33 +B, dpi +9 
sug ERE +e (4) De 


dy'” 
13 
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Differenziando rapporto ad y, © moltiplicando quindi per y, si 
otterrà 


90949. dEi _ a DUTY ny PI (ams) A,g TP 
de ve 79 ag (9-1) 4,91" ge” 
+ (2-2) B, 7° Cd &e 
dy"* ° 
> n P n Pix 
+A,y a B,: pe e + te 
Ma variando nella formula (2) zin2+1, si avrà ancora 
ydydy...d F con d''Fy i d'Py By d''Fy 
ag i dg * Bund" gi + Bend “agri 


+ Ci y 


ossia, paragonando i diversi coefficienti delle quantità della forma 
d'F sua È . Si 
y gr avremo per determinarli la serie seguente di Equazioni 


A, +n= An 

B +(a)A Ba 
G, + (n-2)B,= C,., 
di sila 


&o. 


cioè integrando, ed-avvertendo per la determinazione delle arbi- 
trarie che tutto deve ridursi a zero se z2=0, sì avrà 
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<a: _n(n-1) 
A,=I5n assi "el 


B,=2(2-1)22= sce n-5) 


C.,=(n-2)5(2-1)22= ae ES Sy 


D.,= £(n-5)£ (1-2) (2-1) 22 = &o. 


Sostituendo questi valori nella general formula (2) sì avrà 


ydydy..d Fy Pi Py " nd Fo s(n-1)E su d'Fy 
ge E gi dgr PER ST dee 
n TOTyY 
+ E(2-2)£ (21) £ 2.9" dy + &c. 
LI 
dydy. di 
Se fosse Py = > , e si volesse il valore della tia 
L+9 dy° 
nel caso di y=1, si avrebbe in primo luogo se = VEE . 


ove il segno superiore appartiene al caso di 2 pari, e 1° inferiore 


* P 


5 l £ 1.0. 
al caso di 7 dispari, Onde, se y=1, avremo 2 £ Eee 


E sostituendo sarà 


sdydy..d —— P° re 
Ù 1.2.3.2n 1.2.3.n— .2.3.n-2 
1 £ Prina -_ z cnali 24 siga 
dy' 2 2 Petni 
SER E (1-2)® (2-1)2 n+&c. } 


e questo sarà in conseguenza ancora il valore della funzione 
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1 è , . . . 
d' a facendo z=0 dopo le differenziazioni. Abbiamo adesso 
rue 
veduto (xtvn) che il termine generale dei numeri di Bernoulli è 
espresso dalla Equazione 


facendovi z=0 dopo le differenziazioni; Se dunque nel precedente 


1 
valore di d' = 
I+E 


dz" 
avremo, avvertendo che 2 h_I è dispari, questa nuova espressione 


metteremo in luogo di, la quantità 2 h—- 1, 


dei numeri di Bernoulli: 


_ 2h 123...(2h-1) 12.5. (2h-2) 
s= af Ti a 2 (2h-1) 


2195 car eh)-&o } 


L. 


A tutti questi resultati siamo stati condotti dall'esame delle 
serie assai osservabili che abbiamo ottenute per i seni, € coseni 
degli archi circolari (xxxv, e 509.) Si potrebbero moltiplicare quelle 
ricerche, e ricavarne altre formule egualmente curiose, ed eleganti; 
ma, per servire alla brevità, piuttosto passeremo ad applicare quel 
metodo di cui ci siamo serviti alla generale ‘Teoria delle serie . 

Consideriamo in primo luogo una funzione 2 di x tale che si 
abbia svolgendola in serie per le potenze ascendenti di questa va- 
riabile 
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z=4+0,2+0,x°+a,0°+..... +4 +e 
Noi avremo, come è noto dal calcolo differenziale 


1 d'z 
aa= OT. T7A 


1.2.5... da 
facendo x= 0 dopo le differenziazioni. Egli è chiaro adesso che 
. . . . *,% 1 . Ù 
sostituendo in z in luogo di ex la quantità 7 > Se chiameremo z' la 
funzione che ne resulta, si avrà 


i 1 
z'=a+a,.— +0 
x 


1 
i i 


x 


Aggiungendo con la serie precedente , otterremo 


Z4+2" 1 i 1 " 1 
=a+a,(x+-)+a.{(x+3]+0|\ +o + &e. 
2 bi x x 


ossia facendovi Pa ale 1, c chiamando u, 2° quello che dopo 


tali sostitazioni diverranno 2, 2, avremo 


u+u' 
2 


=a+a,C05.9 +,C05.2 + 2,005. 5 9 +-+ 1, COS MP + 


Il termine generale di questa serie sarà determinato, come sappia- 


mo (xxix) dalla formula 
a, = (+) ®. cos.n 


integrando tra i limiti o=0,9=7; ed essenlo 


1 d'z 


a,= Vf è 
* 1.35..n dx 


facendo a = 0 dopo le differenziazioni, sarà anche 
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f(v+1') d@p.cos.np. 


Se adesso in luogo di x si porrà x+7, avremo con tal mezzo i 
differenziali di qualunque ordine di una funzione 2, rapporto ad y, 
sempre espressi da un’ integrale definito. 


LI 


Questo Teorema pnò anche estendersi ad un numero qualun- 
que di variabili. Consideriamo infatti una fanzione 2 di w, ed y ; 
e supponghiamo che svolsendola per le potenze di x si abbia 


2=0 +50 +0, 0° +00 + a x + &o. 


noi avrema 
1 dz 
a, —=—- (1, 
2.5.n \dx 


facendo x=0 dopo le aifferenziazioni. Allorchè noi vorremo la fun- 

zione 3 svolta in serie per le potenze, ed i prodotti delle due va- 

rariabili è, ed y, converrà svolgere in serie per le potenze di y 
dz 


tutte le quantità @, a, @....:4, &e. cioè le quantità 2, FI ) 
da 


Ez\ 1(d'z I d' z 
s(ibald sla dopo le differen 


ziazioni è stato posto & =D. 


Quindi resulta che nella evoluzione della funzione 7, il coeffì- 
ciente di e" y” sarà 


i d"** z 
Lene |a 
4.3. n.1.9.5..m \d e". dy” 


facendovi dopo le differenziazioni ® = y) = 0. 
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Se dunque in luogo di x sostituiremo nella funzione zla quan. 


CA -1 «qg  TPVITI g ire » 
tità efV , quindi e pv , e chiameremo u, u' i resultati 


di queste sostituzioni, avremo per le cose precedenti (L) 


1 cd: A i 
16 SU u') cos. n.d 9 


23. da / 


Facendo inoltre nella funzione È /(u1+u)cos.n®.d@ prima 
n 
è: 2 ani GTOTT IV a ' 
y=e quindi y= e » e chiamando K, A quello che si ot- 


terrà , avremo evidentemente 


1 CC utto 1 
{e ) =-/(k+k)cos.mv.dy 
2.3.n2,3.m\dx.dy"} — 1 
integrando al solito tra i limiti Y=0,Y=r. 
Facciamo z=F (x,y); e sarà 


u=F (ey) 


. —ov-: 
u= F(e A y) 
ed avremo anche 


Pelle eni Pi oe TT 


k=/S{F 
k=f {F (a SE) + P(e ST! STD cos.nd.de: 


Onde sostituendo, sarà per l'indipendenza delle variabili 

Î dry 
dx'.dy"” 

1.2.3...2,1.2.3...M =/St F le 


adi” v_ I —YV- 
+P(e° di ape ,e de g)P9° n9.cosmtdp,dY, 


ovul  YV71 —ov-1 YV-I 
»€ )+ Fr le "e v ) 
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Quindi facilmente apparisce come dovremo contenerci se il numero 
delle variabili sarà maggiore. Sia data la formula F (2,7, t;&e.); 
noi aggiungeremo insieme altrettante funzioni della forma 


Povo +YV-1 IVI 
Fr (e se ,e gie ) 


in quanti modi è possibile il permutare tra di loro i segni delle 
quantità e @y—I, = Y Va 1edy—1: 80 chiamata 2 questa 
somma, avremo 

drerrte 3 
(Gi a” dy" i) 
ee DI (#5. cos.mp.cosn Y.c08-pÌ. «do.dt.dd.. 


1.2..772.4.2 -.1.2..pa 


ove k= al numero delle variabili, e dove le integrazioni vanno 
estese da pey=d=""= 0, fino a gp =Y==""= 7; purchè si 
faccia ay === 0 dopo le differenziazioni, 


LII. 


Consideriamo attualmente le serie infinite 


z-A+Ax+A.g' + A; +, +A, x" +. 
35 =a+a,0+0,g° +0,0° ++ 4 alte 

e supponghiamo che vogliasi la somma della serie infinita 
Aa+A,a, +A,a,+A,0, ++ A, a, + 

Per le cose precedenti (1) facilmente giungeremo alle Equazioni 


m+u' 


(0) 


7 =A+A!'cos. p+A, cos. 2p+....+ A, cos.np+t.- 


k4+k 
(a) — = FRA ea ® +a, cos. P+...+ a, c0s n ® +. 
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ove u, v sono quello che 2 diviene facendovi successivamente 


x=e60V-, a = e79V-'; e lo stesso dicasi di k, e K relativamente 


k+K dia 


alla funzione 2. Moltiplicando adesso la serie (1) per 3 


integrando , avremo 


et fuea) aaa SEE de 
2 
+A, pes cos.d.dP+A, SEE cos. 20 d® 


2 2 


srt Axf E*Fcosno.de4.... 
2 


Se prenderemo questi integrali tra i limiti 9 =0, 0 =r, avremo, 


dividendo per 7 
S(kK+K)cos.n0.T9 sa 


T 


Quindi sostituendo , avremo immediatamente 
TS (041) (£+kF)do-Aa=Aa+Aa,+Aa; +. 0 +A,0,+ 
n 


Il problema di cui ci siamo occupati è stato per la prima vol- 
ta risoluto dal Cel. Parseval, per una strada diversa da quella da 
noi impiegata. Egli lo ha con successo applicato alla integrazione 
di alcune Equazioni a differenze parziali , e particolarmente a quel- 
la che rappresenta le generali condizioni del moto dei fluidi. 


LIII 


Col metodo stesso con cui abbiamo dimostrato questo Teore- 
ma, potremo anche generalizzarlo , ed applicarlo al caso in cui le 
due serie proposte dipendano da più variabili . Siano infatti propo» 
ste le due serie 


s4 
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R= 0,0 +0,0Y +00 + 109 +4, CS +08 + &o. 
R'= b,0 + dio y + bon 0 + dg + by + ba 8 + &o. 


facendo y — ev7', quindi y =e 7, avremo, chiamando S, $°quel- 


lo che diviene R_ per queste sostituzioni, e T, T° quello che di- 
viene R' 


S+S 


7 3 10 + Io così +a,,0+0,, cos 20+@,,, ®COS. +03 +. 


LT” 


bo +b,5 008.0 b,,;00-+5,,008.28+,10 005.84 b30%+. 


2 


Parimente in queste Equazioni facendo x = eV 0 =e7V-' avre- 
mo, chiamando È, # le rispettive somme dei parziali resultati che 
otterremo con tali sostituzioni per ciascuno dei primi membri di 
queste Equazioni 


#=do,0 +0 COS. Î+@,,, COS. da, cos.2Î+a,,; C0s. d.c08.8+2,: COS. 204. 
pda, + br0 cos.0+b,,, c0s.$+b,€05.28+d1 cos.ì.cos.5+b,, c0s.2t+&e. 


Moltiplicando adesso la prima di queste equazioni per gd3.13, ed 
intesrando prima rapporto a 6, quindi a È da 6=0 sino a 0=7,€ 
da 3=osino a è=7T, noi avremo 


Sip. de, dd 


T Lal n 


DA Sdi .13 


=0a, 


S'u.T6.13.c08.9 


S?w ii A Via para 2Î Sa 

n n 
Ma si ha per le cose precedenti (11) 
SJ? #' cos. nq.cos.m d.dg.dd 


pr 


+ don 


= duo 
Quindi sarà ancora 


Sme. dh dd 


d6+0d _ ab= Abc + dodo dos do Ada 
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Egli è evidente, che qualanque sia il numero delle variabili gian- 
geremo a dei resultati simili. 


LIV. 


Abbiamo veduto, come date le due serie ordinate per le po- 
tenze ascendenti della variabile x 


(1) z=A4+4,0+@0,0+0,0°+0,0'4+.. 


(2) g'=db+b ge + be + db +b,0t+... 


è sempre possibile di ottenere la somma della serie che nasce dal- 
la al 


Questo Teorema è utile quanlo vos 


ione dei prodotti ab,a,b,,0,b.,4,b,,.. 


ottenere sotto formi fini. 
ta Viotesrale di uni Equazione a differenze pieziali che sia espres- 
so in serie infini'a, el in una serie tale che si possa decomporre 
in altre dne di eni sia noti lr somma, e che moltiplicate termine 
per termine la riprolucamo appunto nella maniera con cui la serie 
ab+ta, b+a,b.+a,b, +... 
dipende dalle serie (1), (2). Ma può spesso suvcelere che la serie 
proposti non sin suscettibile di esser decompo.ta in altre dae cono- 
sciute, ma che per altro si posa risolvere in numero di serie mag- 


giore di due. Date pertanto le serie 


z=Aa+0,X+9,0%°+a,x L&o 


z=b+baw-b.xc°+b,x°+&c, 


» 


z°=c+c0,0 +C.a°+cC, x + &o. 


&o, 
conviene esaminare se sia possibile di ritrovarla somma della serie 


abc...+a,b,c,...+ abc... 
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Vedremo adesso brevemente che anche questo caso è suscettibile 
di una generale evoluzione , 


LV. 


Supponghiamo che le serie conosciute siano tre, e da questo 
caso particolare vedremo come dobbiamo contenerci essendo il nu- 
mero di esse qualunque. Sia dunque 


(m) Z=0+0,X+0,xX°+0,0 +... 
z=b+b x +b0+bv'+... 
2'=C+0,0+ 0,0 ++. 


Si sostituisca nella serie (m) in Inogo di ala quantità etotbv/-, 


e quindi e-(9**v—'; avremo, chiamando R,R'i resultati, ed ag- 
giungendoli 


el =a+a, cos.(0+k)+a,c05.2(9-+k)+a,c05.3 (p+ k) + &o. 


Parimente nella stessa serie (m) si sostituisca prima 
ae= een! vV=', e dipoi a = e7979)Y=; chiamando R', Ri 
resultati di queste sostituzioni, avremo, aggiungendoli 


vu RR 


=a-+a,cos.(9 - k) + a, cos.2 (9-k)+a,cos.3 (9-k)+ &o. 
2 
E sommando questo valore di RT ora altro di eta $ 
si avrà 


Ù 


sa, (nre (OH core A I cos5(p+k)+cos.3(g-k) __ ì 


PI 2 ) al 


R+R+R'+R" 9 [esa {cos.(p+k)+ cos. (9-k) Î 
2 x ! 2 


Ma avendosi 
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cos.p(p+k)+cosple—k) = €09, p @.cos. pk 
2 


sì avrà sostitaendo 


RaR+RaR =a-+0,c0s.9. cos.k+a,cos. 29. cos. 2 k 


4 


+a, cos.3p.cos.5k + &o. 
Ottenuto questo resultato, riprendiamo le altre due serie 
(n°) s=b+b,+ bg + 6,0 + &o. 
(12°) z'=C+C,0+C,0°+C,0' + &o. 
Si faccia nella serie (mn) v= ev, 0 quindi a = e9v7; aggiun- 
gendo i resultati, c facendo questa somma =H, si avrà 


E =b+b,cos.p+b,c09.29+ b,cos. 3 9 +&e. 
2 


Parimente nella serie (n°) ponghiamo ae=evt, e =etN. e sì 
aggiunga; facendo il resultato =H", si avrà 


E =c+c,cos.k+c,cos.2k+c,cos.3k + &o. 
2 


Ed avremo dalle cose precedenti (xx) 


3 [T:008S0 de=b= 2 FA cos. sp.d® 
> 2 7 


2 H'cos. sk 1 d 
+ 09 °° dk=c,=-_/HM .sk.dk 
= S = = / COS. S 


purchè gli Integrali siano presi tra i limiti o=o,p=7€ sarà an- 
cora nci limiti stessi 


ca fEgnd 
Cd 2 


i (EH ci 
LS dk=c 


Tio 


Riprendiamo adesso la Equazione sopra ottenuta 

R+R+R"+R” 

nen Sit = a + a, cos. 6.cos. k + a, cos.2 9. cos. 2 k 
+ a, cos. 5 @.cos. 5 k + &c. 


Moltiplicando da ambe le parti per Hd 9 ; edintegrando trailimiti 
g=0,9=7,si avrà 

1 R+R+R"+R" 
Ji { 4 


+ a, cos.2 k/Ilcos.2 9.dp-+a, cos.5k/ H cos.5p.dp+.. 


}iuo= 1/I1dp+a,cos.k/Mcos9.do+... 


+ a, cos.sk SH cos.sp*dp+ 
Ed essendo 


1 
7/Hdo=25 


1 /H.cossp.do=b, 


otterremo, sostituendo 


if MES 


0 4 


Hdp=2ab+ a,b, cos.k+ a,b, cos. 2 k 


+a,brcos. 3k+..... + a; di cos.s k + &e. 
3593 


. . . 1 ci 
Se moltiplicheremo adesso da ambe le parti per TE .d k, avremo 


integrando tra i limiti t=0 , &k=7, 


ET {R+R+R"+R°) A 2ab 37 Uber ; 
all ade 22 td h+" 2/11 cos.kdk 


+: /1 008 2k.d panca cosskdi- &e 
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Ma abbiamo veduto essere 
/Hdk=2c 


1/H' cos skdk=c, 


Quindi avrassi sostituenlo 


( ‘Rare 
E .H.H'. de .dk=4abc + a, be, 


+ a.b.c.+ &e. + a, db, c, + &o, 


formula che dà la completa soluzione del nostro Problema. Facil- 
mente vedesi che questo metodo si può estèndere ad un numero 
qualunque di serie. 


LVI. 


Abbiamo (1) applicato il nostro metodo alle proprietà delle 
serie in genere; vediamo adesso di qual asoci sarà per la evoluzione di 
alenna delle funzioni semplici comprese nella forma F(2+cos.9) di 
cui altre ne abbiamo sviluppate sul principio di queste ricerche. Ed 


avendo già considerate le funzioni Zog. ( m + cos. rà 
2 3. ( 2): m+cos. 9 


attualmente per non ritornare sulle cose stesse prenderemo ad esa- 
minare la funzione (m +cos.9)", e ci proporremo di svolgerla in 


una serie ordinata per i coseni degli archi moltiplici di 9. 
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LVII. 


Supponghiamo pertanto 


(m+cos.0) = A,,, + A, 0089+A,,,0058.20 + A,,,008.59+... 


+A,,cosgap+ &c. 
E facendo 


z=(m+ cos. 9)" 


noi avremo differenziando 


dz 
(FE) ate cos) 


(TE) n(n-1)(2+cos.p)y* 


(t7 


de ima (2-1) (m+ cos.0)-*:— n (2-1) così p (722 + cos. )* 


— n cos.p(m + cos. 0) 


Se adesso tra queste quattro Equazioni climineremo i termini che 


comprendono i coseni, si avrà riducendo la equazione lineare a 
differenze parziali 


(rn) (LE) nta ( 2) tes (EE) 


nella quale se in luogo di 2 sostituiremo la serie assegnata 


z=A,,, +À,,1C08.0+A, ,0052 © +A,,, c05.3 © + &e. 


otterremo per determinare A,., la Equazione 
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H) dA, _ (a n_-1) dA, (P_2), 


“ dm 1—-m dm 1-m o"! 


=o 


la quale sarà in conseguenza soddisfatta dalla formula 


Ars=2/(m+ cos.p)". cos. xp .dp 


purchè si estendano gli integrali da g=0 sino a gp=x. Pertanto 
la integrazione della equazione, ( H ) fornirà la evoluzione di 
questo caso. 


LVIII. 


Riprendiamo dunque la Equazione (H) 


d'A,, m(2n—1)dA,, (mn_a 
Lo A di 
dn 1—-m dm rm 


Lasa 


È 3 . si RC 1 n 
ed introduciamo in luogo di 72, un'altra variabile E: Si avrà so- 


stituendo la trasformata 


d'A,, $ dA, sù 
de +h(2h — (a2+1)) 7 A 0 


hî (h°-1) 
Facciamo adesso 


A,,=aht+ a, hA*">*+ a, hX*+*? a, A*+** + &o, 


E sostituendo questa serie nella nostra trasformata si troverà 2 de- 
terminato dalla Equazione 


a(A-1)+(22+1)X1+72°—x'=0 


onde si trae immediatamente 


15 
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ATER Nn 


Vedremo ancora dalla sostituzione che il coefficiente costante a, 


del termine h**? sarà dato dalla formula 


2 (A+1)(4+ 2)... (A+25—1). Gue 
a, = È: Mi 
j 4:1.2.5...8.(2+2+1) (A+14+2)...(A42+5) 


ove a,,, è arbitraria, e dipendente da n, ed ®. 


Se prenderemo A=% — n, otterremo 


5 (0) (e n+1) (242) la 2+28—1) “i 
' WA2:g as (EF 1) (+2) (+ Feet) 


Sostituendo questo valore nella nostra serie , avremo avvertendo di 
. . . 1 
orre in luogo di A il suo valore — 
P g 


A, a, im" (x n)(se_n.1) (sen) n-1)(e_ns0)e_n 3) 


ma 


4 (#41) 412° (441) (es 
Li (enn) (end) (anda 1) CORI, 
WurrtInltee o aa er Foe 


Questo valore di A,, non è completo, poichè comprende una sola 
arbitraria a, ,; e se si prendesse pera l’altro suo valore, cioè se si 


fucesse A = — x — 2, il termine gencrale a, sarebbe dato dalla 
formula 
dl laziali (x+n—-1) (r+n—2).....(x+n—(25-1)), di. 
41:23 s (1) (e-2) 00% (as) 


ove il segno superiore conviene ad s pari, e l’inferiore ad s dis- 
pari. Ma siccome tanto x che s sono necessariamente numeri intieri, 
ed s cominciando dal valore 0 và di termine in termine accrescen- 


dosi di una unità, in qualcuno di questi termini vi sarà nel deno: 
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minatore il fattore a—x, e quindi questo termine, e tutti i suc- 
cessivi diverranno infiniti. Ma facilmente ci convinceremo che per 
il nostro oggetto l’ integrale particolare ottenuto è sufficiente. Al- 
biamo infatti 


38» 


S(m+ cose) cos. ve* dp 


purchè si eseguisca la integrazione tra i limiti p = 0, 9=r. Si 
ha inoltre 


(m+cos. e) = m'+nm"'cos.p+r sr m'=* (cos. ?) + &o. 


Moltiplicando per cos.wx 0. d@pda ambe le parti, e quindi inte- 


grado tra i limiti p = 0, g = 7, troveremo che il valore di 


ci f(m+cos. e) cosa p.d@, ossia di A,,,, è tutto composto di 


termini della forma 


(2-h+ 


2 n(n-1) (2-2). E h+1) [(cos.9). Gneo 


Lal riad, 


Ma A, ed x essendo numeri interi, sarà sempre, allorchè A x 
S 08 P)'. cos.ce.de=o 


Unde è manifesto che il valore della formula a S(m+cos.g)".c0s.xp.dp 


sarà espresso da una serie della forma 
pm +qm 7 + &e. 


ordinata per le potenze decrescenti di 722, in modo che la più eie- 
vata potenza di questa quantità sia r— x, il che combina con quello 
che ci vien dato dal nostro integrale particolare. E° dunque inutile 
occuparsi della ricerca dell’Integrale completo, poichè alla cspres- 
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sione precedente di A,,, troveremmo che converrebbe aggiungere 
la quantità 


C,: (r+v.log.m) 
essendo vl’Integrale particolare trovato, ed r una serie della forma 
kome + im? + &o. 


la quale espressione, come abbiamo veduto, non può esser compli- 


2 


cata nel valore di A,,,, ossia di - 
n 


l'integrale è preso tra i limiti p=0, g=r. 


S(m+ cos.p)' cos. x p.dg, ove 


Riprendiamo adesso il valore trovato di A,,, 


{ (x_n)(x_n2+1) (e n)(e_nu1)(_n+9)(-n33) 
È mx - duca mena mf en 1)(w_n+2n+ ri &0, 
A tia Di + pe: pera, o > Ùi 


(en) (xnt+1) (eun+2) o (en+2 s_1) nas ì 


4.1:2.3.0008 (+1) (#+2) (v+3)ee( x+5) + \ 


‘+ 


e per determinare Varbitraria a,,, conviene avvertire, che avendosi 
2 n 
Big /(m+ cos. e) cos. ve .de 


dovremo nella serie superiore giungere allo stesso resnItato, o dif- 
ferenziandola rapporto ad 2, e moltiplicando il resultato per 2, 
oppure variando 2 in z—1.Troveremo con molta facilità, parago- 
nando il coefficiente di m'7*7', che la quantità @,,,è determinata 
dalla equazione 


(2+1) Ana = Ansia (n-x+1) 


e quindi integrando 


a,,=p,yn(n-1)(2-2)......(2-0+1) 


Sarì dunque con queste determinazioni 
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nr (CR) (+1) ia 


Au. pi (0-3) (0-2) (0x1) Sn +4 “x 5 +0 


(c-n)(c-2+1) .(a-2+25—1) priest 
W.1.2.3...5(0+1)(0+2). (+5) { 


Si determinerà inoltre l’arbitraria ps rammentandoci che la fun- 
zione A,, deve sodisfare alla Equazione a differenze miste 

dA, PI 

2(x+1).A,..= dA,, _ dArrn 

dmn dm 


nella quale sostituendo l’assegnato valore di A,,, avremo dal con- 
fronto dei coefficienti delle varie potenze di m la Equuzione 


p.=2(0+1). Pau 


cicè, integrando 


rotore rr ea 
Pe 2°'.1,2.3... (01). 


ed è evidente che nel caso di x = 0, sarà p,= 2 7. Avremo pertanto 


Ap deo eat ae (e) (en41) 2° go. 
a .1.2.5...(a-1)x 4.(0+1) s 


= 2 S(m+c0s.9)". cos p.d9 
La 
ove è chiaro, che posto c=0, ed 2=0, si avrà 295 È fado 
Cal 


integrando tra i convenuti limiti. Quindi sarà g=1. Finalmente 
avremo 


_ (1-1) (2-2)... (2- X41), sati (c0-n) (+1) 
i FIA. 3. (ati)e 4 "la 4.(x+1) S 


+(e- (c-n)(ccr+1)(e- n+2)(x- n+53) dra 
4.1.2.(0+1)(x+2) 


, (orrn) (cent). «(o-n+251). E LS 
4/.1.2.d3..8.(0+1)(0+2).. NCEDE ; 
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la quale espressione sarà composta di un limiiato numero di ter- 
mini, semprechè sia 2 un numero intiero. 
Il termine generale A,,, della serie 


(m+cos.0Y) = Ao +A,: 059 +A,, C05. 20... +A,x. COS.09 + &o, 


fù noto al sommo FEuler , che il primo vi pervenne mediante la 
sola induzione. E quantunque il precedente sviluppo di (m-+cos.®Y 
sia molto complicato , perchè composto di un infinito numero di 
termini, ciascuno dei quali è una serie infinita, pure la eminente 
utilità che porge per le approssimazioni dei moti celesti, e per la 
Teoria delle loro perturbazioni , ci compensa bastantemente della 
sua complicazione. Può vedersene una applicazione assai importan- 
te nella Meccanica celeste del Sig. Laplace al Cap. VI, del secon» 
do Libro. 


LIX. 


Dalla generale espressione di A,,, si potranno ottenere varj altri 


i aa #4 P 2 
resultati. Prima di tuttoavendosi A,,= -_/(m+cos.8). cos.va.de 
" 


se differenzieremo rapporto ad 7, e supporremo quindi 2 = 0, 
avrassi 


dA,, 


= SLY m+cos.®Y.cos.x$.de. log. (m+c0s.9) 
dn r 


e supponendovi n=0, si avrà per resultato 
2_llog (m+cos. gp)". cos d 
Pa ‘p). cos. xP.dp 


Avremo dunque il valore di questo integrale tra i soliti limiti, se 
differenzieremo rapporto ad 7 la serie ottenuta per A,,, e quindi 
supporremo 2=0. Si eseguirà molto semplicemente questa operazio- 
ne, osservando che fatta Ja differenziazione del primo fattore 2 
del termine fuori delle parentesi , potremo risparmiarci le al- 
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tre, le quali conservando tutte il multiplo n daranno dei termi- 


ni =o allorchè vi supporremo 2=0, come dobbiamo. Con questa 
osservazione si troverà immediatamente 


2 [log (m+cos.e).cos.sep.do=e =. 198. 1_#(x+3)1 
Le 7 mi 4 mo 4.1.2 m 
(+4) (+5) . 1 0(x+5)(0+6)(0+7), 1 

4 .1.2.5 mi 4t.1.2.5.4 


;+ &o. 


8(02+8+1)(v+5+2) (0+5+3)....(x0+25-1) 1 


5 z ———_. — + &o. 
4°.1.2.9...8 mi 

ove il segno superiore conviene ad x dispari, e l'inferiore ad w pari. 
Ma abbiano fino di sul principio trovato che 

3 U co.do=e-2 ( (m°-1)) 

— /log.(m+cos.p).cosxp. ee my Ò) 

T 
dove il duplice segno deve essere determinato come quì sopra ; sa- 
rà pertanto, paragonando i due valori di 


2a Slog.(m +cos.8). cosa 9.d@, 
T 


38349) a 


* 
4 m 4.1.2 m 


(m-y(n2-1))= n; * LI 1+ 


di PAD, La co } 


formula assai osservabile per la sua semplicità. 


Differenziando da ambe le parti rapporto ad 2, si avrà, di- 
videndo per d 2 


_ofm-yo-1) 11 e e(e+2) 1 
y (2° = 1) a mlm 4 


mn 
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e dividendo membro per membro la equizione superiore per la in 
feriore, si avrà, togliendo il divisore comune x, e riducendo 


sil Et) dele), ag 
Vini 4 m 4.1.9 m* 4#.1.2.5 m6 
ES i ESA PEN SR RN 
allo) + 20) 3 det) e) 

m 4 ‘m 4.1.2 n° 4.1.2.5 m' 


ove è notabile che x è arbitrario, e può. esser qualsivoglia nume- 
ro intero. 


LX. 


Riprendiamo ora il general valore di A. , che abbiamo troe 
vato così espresso 


A sE 1 a (201) 7 NSA) Pe (en) (02241). EA 
ria (ans) 4.(x+1) peo 
(c-n)(a-n+1) (c-2+2 YVw-n+3). n . ì i 

- 4.1.2.(0+1)(0+2) Fosa ask 


Questo è il termine generale della serie 
(m+cos.p)=A+A,,c0s.@+A,;C0529+....+ A, cos. 9 +%o0. 


Se nel valore di A,, sì supponesse 2 negativo, quantunque intero, 
la sene (E) sempre anderebbe all’infinito. l'ure abbiano veduto, 
che nel caso di 7 negativo, la formula (m + cos. @)", ossia 1 


(m+c0s.®)Y° 
allorchè n è intero, si può sempre svolgere per i coseni degli ar- 


chi multipli di g in modo da ottenere sotto forma finita tutti i 
termini A, A,, A,, &e. della serie 
1 
(m+cos.@)" 
ed abbiamo in particolare osservato, che si ha 
sn! 
A=+ 3 v(m°-1) Va?) 
1.2.3...(201) dae 


-A+A,cos.f + A.cos29+%e. 
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ove il segno superiore conviene ad 7 dispari , e 1° inferiore ad 2 pari. 
Prima di vedere come dal metodo ‘usato .possa sotto altra for- 
ma aversi questo valore, avvertiremo che col segno A,., indiehere- 
mo il termine generale dello sviluppo per i coseni degli archi 


moltiplici della funzione ; avendo indicato col segno 
m+cos ® 


A, il termine generale dela funzione (m2+cos.@)". Con questo 
modo di scrivere sarà 


1 1 
A.,se —— 'L_ d'' 
1.2.3...(2-1) van - 1 
dm 


ove il segno superiore deve preferirsi se 7 è dispari, e l’inferiore 
se è pari. 


Riprendiamo dunque la generale Equazione (H) 


(DD... dA, - m(2n-1)dA,, _(-x) A 


dm 1-m dm 1-m° 


a, = 0 


e facendovi «=0, ed 7 negativo, si avrà per esprimere il valore 
di A_,.o la Equazione 


d'A_,, $ m(an+1) d A_,o si n° 


Ae = 
d n ar dm m'-1 sr 
In luogo di A_,, sì sostituisca la quantità — Fi — y ed avremo 
mer) 
la trasformata 
d'y_m(3-an) dy Lan È 


dm m-1 dm m-1 


Questa Equazione, ‘confrontata con la generale (H), ci offre una 
osservabile relazione. Se infatti nella Equazione (H) si farà x=0, 


e sì varierà 2 in 2-1, ottertemo per esprimere A,.,, la Equazione 
16 
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d'A,,0 | pali dArro, Gt) A 


dm m'-1 dm mi-1 


che è affatto simile alla Equazione in y. Sarà dunque generalmente 
c 4 = Aso 


essendo c una costante arbitraria, ed y, ed A,-1,ì completi valori 
che sodisfanzo alle Equazioni & cui appartengono. Ma abbiamo 
per supposizione 


g=(M-1)% Ao 
Quindi sarà sostituendo 
Arre 0 (m°- 1) Also 


Vedremo in appresso qual uso posta avere questa relazione; per 
ora riprendiamo la Equazione in y, e tentiamo d’ integrarla. 


LXI, 


Questa Equazione in y è la seguente 


d° y m(3-2n) dy (n=? 
SAI pera —-— y= 0 
dmn of m-—-ai dm + 219 


Introduciamovi in luogo di m la variabile x: ed incontreremo 
o L 


la trasformata 
1 Zi 
h(1- 1)Ù, Da h(an-1-23h°) . > (2-1)°.3=0 
Ù 


E facendovi 
gal 4 a + A ag RIT + &o. 
troveremo A determinato dalla Equazione 


(a+n-1)=0 
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ed il termine generale a,,, dato dalla formula 


A(2+1)(2+2)....(4+26-1) 


lu SE STIA 
SR * 4.1.23...5 (442) (A+2+1)(A+24+2).... (A+24+521) 


ossia poncodovi a=—(2-1) 


PR (n-1)(n—-2)(2-3)....(n+as-2) 


4A it 


ove a, è arbitraria, dipendente da 7 
Sostirnendo questi valo:i nella Serie assegnata per y, cd av- 


2 R 
vertendo che A = - |, sarà 
m 


pnt Sri (EMA ir (AEM) 3 (A) et to, 
È hi 1.3° 


Questo valore di y, quantinque particolare, perchè compren. 
de una sola arbitraria, pure al nostre oggetto è sufficiente. Per 
corvincer-ene conviene osservare che il valore unico di A dato dal- 
la Equazione RE 

(A+n-1)=0 
indica, come è noto, cle nell’Integrale completo deve esser com- 
presa una parte trascendente, e che all’ integrale particolare otte- 
nuto deve aggiungersi la quantità 


8.(p+glog.m) 


essendo 5, una nuova arbitraria, p l'integrale particolare trova 
to, e qg una funzione di m. Ma nel nostro caso il valore di y bi- 
sognandoci soltanto per ottenere A_,, dalla Equazione 


I fr 
AS 


12% 
ove À 1 Dei i nia g=0, p=x, conviene che 
nen! (m+cos.®) 
questo stesso valore di y soddisfaccia alla Equazione sopra ctte- 
nuta (Lx) 


ay = Ai 


ove per A,_,., non già sia stato preso il completo valore dato dalla 
Equazione Differenziale che la rappresen:a, ma bensì quello che 
conviene al primo termine della serie ‘che esprime la funzione 
(m+cos.9)Y7' svolta per i coseni degli archi moltiplici. Ora que- 
sto valore di A,_,, sappiamo che non può comprendere alcuna parte 
trascendente, poichè come ci è noto (Lv), non può contenerla 
neppure la quantità più generale A,,i Quindi acciò con tali con- 
dizioni sia sodisfatta la Equazione 


a ghz 


è necessario assimere per y quell’integrale particolare che non com- 
prende la trascendente 


Riprendiamo dnnque il trovato valore di y 


3=a, fare (E2) (=D mt i im +e. ì 


ora noi abbiamo per supposizione 


A y 


n0 3 (CA pali yi 


Quindi sarà ancora 


Ansrrr in DEI). dgrrz (AES (4) an'+à0. 


Gi TONBEO 


la costante @, si determinerà osservando al solito che 
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tipo 
7° (m + cos.) 

e che in consegnenza si giungerà al resultato stesso 0 variando nella 
quantità A,,2 in n+1, e moltiplicando per 2 oppure prendendo 
negativamente il differenziale di questa quantità medesima rapporto 
ad m. Facilmente troveremo assoggettando a questa condizione la _ 
serie trovata per A_,,,, dal confronto dalle varie potenze di 2, la 
Equazione 


na, =, 


Cioè a,=9g; essendo q indipendente da #. Quindi 


1 Gi (I) rato 
As ala 9Y Toy” Pe da iis 
onde facendo z=1, sarà 
2 do 2 


7“ m+cos.g (m°-1)} 
Ma abbiamo (xvm) 

1. d 1 

dpi. 


7 m+c0s9 (m—1)} 


uindi g=1. Con questa determinazione sarà finalmente 
9 Di 


nor (1-1)(172) 0 (2-1(; -2) n-3)(n-4 È 
heat SEDE a + = sala). Zac +tol 


La quale espressione terminerà sempre che sia 2 nn numero intero. 
Ma in questa supposizione abbiamo 


1 ea 
A= È 1.2.3....(a—-1) ci ire 


dm 
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ove il segno superiore ha luogo se 2 è di-pari, e l’inferiore se è 
pari; sostituendo dunque questo valore di A_,, nella Equazione 


qui sopra, avremo 


I Li 
d VALE PER ELIEIELLI «(o_1) fina so (n- i 
da (mia) Ì 
si PA GG 5 (AA) 
Lai L 


Se da ambe le parti divideremo per V—1, sì ha primieramente 


ue. d'' 1__d*' Vor 
NL mi /1n3 
dia dn! 


ed inoltre essendo 


(ma )i=(—1) (1-08) a (v- (1) 
sarà ancora 
Vai. (mi) = = (1-m°) 


ove il segno superiore dovrà prendersi se 7 è dispari e 1° inferiore 


e n è pari. Sostituendo questi valori nella formula 


pc A 
me MIE 3123 (1) (ua RICEDICO) 
ubi du7 * v- D) n a) m' a i mi 


41.23. 


ELMI 
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ove per i segni convien attenersi alla rezola stessa che vale nella 
Equazione 


(V—1) (m_1i= = (1-29) 


noi otterremo immediatamente 


der È _ 
vin _1.2.3...(1—1)( I CEI a) 
ii ai te} 


Serie che Euler ottenne il primo per induzione, e che in seguito 


con diversi metodi Lagrange, e Laplace dimostrarono. 


Il valore di A_, , si è pertanto ottenuto sotto due differenti 


; e sio- 


1 
forme, una delle quali è © 1° 2 «Zoe (a_i) d'' Te 


x 


come A_, sè dato dalla Equazione (1xvii) 


d'Arno Pen) dA, A 


# + gi 
dm? ma dm ma 


così a questa soddisfarà il valore più generale 


e vonosciuto un integrale particolare di questa Tquazione , ne ot- 
terremo l’integrale completo prevalendoci dei noti analitici artifizj; 
e lo troveremo così cspresso . 
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A, = na. - fresa] pece; 
dm” mia 1° qa 
dm 


Resultato che sarebbe molto difficile ottenere a priori. Quindi ap- 
parisce che qualunque numero intero sia 2, potrà sempre aversi sotto 
forma finita l'integrale della Equazione 


dy pe dy_ 
m-1 dm sui 


ove M è una qualunque funzione di m. 


LXIIT 


Osservammo ;poc’ anzi (Lx) che tra le Funzioni A,,., Ave 


passa un rapporto assai osservabile , determinato dalla Equazione. 
A, = 0 (m°—1)"3 A_n,o 


purchè ciascàna della quantità Ano, Als rappresenti il valore 
completo che in luogo di esse sostituito nelle respettive Equazioni 


differenziali a cui appartengono le riduca identiche. Abbiamo quì 
sopra trovato. 


A d': 1 è, di a m 
e er la+0) (p_ CI n 
“He soldati tal: dî. 1) {° ero “1 
gra) 


E sostituendo questo valore nella Equazione 
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A,-,,=@4(m° - I) A 


si avrà 
ico) ca 


Nm°-1 ic+ 0 x 2041, 1 ) 
dmn | onirg 2 a ( 


formula che rappresenterà il completo integrale della Equazione 


d’ A, E) (5-22) d Ao si (n-1 Y A 


du mi—1 dm mi casi 


LXIV. 


Le due Egnazioni quì sopra trattate non sono che casi parti- 
colari della generale Equazione (H) 


d*°A,. m(on-1) dA, (°-° 
(E)... Ra + cd 


dm mei? 


Ed ambedue si sono da questa dedotte supponendovi a=0; e nella 
prima n negativo, ed 7 positivo per la seconda. Ma la Equazione 
(H) è anch'essi capace di una Evoluzione generale, ed è suscet- 
tibile di un integrale completo , come abbiamo veduto succedere 
pei di lei casi particolari quì sopra assegnati. Per convincersene , 0s- 
serveremo in primo luogo che la funzione A, , essendo il termine 
geverale dello sviluppo di (m + cos. ®@)" per i coseni degli archi 
multipli, si ha 


A. = /(m+coseY cos. d.d9 
17 
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Se adesso supporremo, 2 intero, e negativo, abbiamò 


d* (m-yen? 5A 


A 1 V(°- 1) 
ET TT aes (2-1) dm 


eome fino di sul principio si è veduto ottenersi dalle successive 


differenziazioni della Equazione 

1 1 
trae celesti; a: pis sa *=3))} de&c 
Eito e fel 2 (m-(m°-1))cos.@+2 (m-/(m°-1))cos.29-& ) 
Facciamo dunque nella generale Equazione (H) n negativo ed ot- 


terremo 


d'A.,, m(an41) dA, (Me 


9 + È > 
dm mi dm m—-1 


VA, 2= 0 


alla quale soddisfarà in conseguenza anche il valore più generale 


A è ge een 
n y/(°-1 ) 
dn 


E da questo integrale particolare dedurremo col solito metodo l’ in- 


tegrale completo, che sarà 


{ dm 
A nia (vm) GS (1) d'' (m-v(r1)))° 
a (1) 2 vero} 
dm | — dmn 
Ed osservando che si ha 
d (m_-vy( m° - DI (m-y(m°-1))° 


dm T* Tad 
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otterremo, mutate le costanti 


A,,2d ep dia c+ ia - 
dm pied {d'(m=y( (m-ym?-1) =) 


g* Vari — du 


LXV. 


Pertanto la Equazione generale (H) è suscettibile di un inte 
grale completo, e finito nel caso di n negativo. Se fosse 2 positivo, 
se ne otterrebbe parimente il completo Integrale, deducendolo dal 
caso precedente , ed appunto come il valore di A,,si è dedotto 
dal valore di A_,5, così esprimeremo la funzione di A,,, per mez- 
70 della funzione A_,,,. Per dimostrar ciò, riprendiamo la Equa- 


zione (I) 


dA, na (en1)d A... (#78), 
da i-mì dm 1-m ** 


=0 


(H) 


Cambiandovi n in — r, sarà Al,» determinato dalla Equazione 


d'Azs, nm ET A  (- 
d mè m-1 du m-1 


Ponghiamo adesso 


ed avremo la trasformata 


LI, (3-22)m dI, (2-1) - 0° 
dm m-1 dm mì-1 


gJ= 0 


che è affatto simile alla proposta (H), ove in luogo di 2 è stato 
sostituito r-1. Quindi generalmente avremo 
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A, = 9 
Ma si ha | 
‘y= (MM 1) Aa 


cioè, eliminando y tra queste due Equazioni 
A,,,= a (m- VE Ai 
Quindi cambiando 7 in 2+1, avremo 
A, = a (mM 1)0i Alano 


Abbiamo quì sopra(cxiv) ottenuto il completo valore di A_,,.; cam. 
biandovi 2 in 2-1, e sostituendo il resultato in questa Equa- 


zione, sì avrà 


Axy (at-1)t CA Ci Ci i c+ eSfTd Lo 


dn { 3 an+3 { d''(m2-/(m°-1) n) 
si | (m°-1) ia dom ) 


che sarà il completo integrale della Equazione (H) nel caso di r 


intero, e positivo. 
LXVI. 


Se fosse proposta dunque la Equazione differenziale 


d'y_m(an1) dy_ (1-2) 
dm i-m dm 1-m? 


- fr 


ove M è una funzione qualunque di m, coi metodi precedenti se 


ne otterrebbe sempre l’ integrale completo, purchè sia # un nume» 
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ro intero positivo, e 2 parimente intero, positivo, 0 negativo, poi- 
chè è noto che nelle Equazioni Lineari l’ esistenza di un termine 
indipendente da y non accresce la difficoltà della integrazione . I 
resultati ai quali siamo pervenuti, oltre ad esser difficilissimi a 
dimostrarsi a priori offiono una singolarità molto osservabile, ed è 
di presentare nell’ integrale di una Equazione differenziale una delle 
costanti in questa contenuta, come ‘esponente di differenziazione . 
Se nella Equazione 


2 Fe m(a2n—1) dy x) 


am 1-n dm I- mè 


LI . . . . 1 
introdurremo in luogo di m la variabile vE avremo la trasformata 


My. 4 re) TI + h(6h-4(n+1)) E + (© -2°)y “E 


essendo IL funzione di f; e questa Equazione ammetterà un inte- 
grale finito se 2, ed x saranno numeri interi . La Equazione (V) 


è un caso particolare della Equazione 


2° (a+52%) - +2(c+ezt) D + (f+g)y="Z 


la quale, posto 2* =s si riduce alla più semplice forma 


d: 
+ s(c'+e) 3. 


+ (f'+g"5) yg= 


Di questa Equazione molto si sono cecupati Euler, Pfaff, ed altri 


Geometri per sviluppare i casi in cui ammette un integrale finito; 
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e le cose precedenti aggiungono ai già conosciuti, dei casi d’inte- 


grabilità assai estesi. 


Anche la equazione 


d 
(gm +8) II gni acy=M 


o fa sua Equivalente 


e M . Ù 
,€=° M' =—3 5 può ridurre alla for- 


ma della Equazione (V). Introducendovi infatti la variabile i in luo- 


go di m, avremo facendo a' g'= 1 


h°(h—-1) <A + fare= (è n EE —cy=H 
e 


che è ridotta alla forma (V). Potremo assai moltiplicare queste 
riduzioni, ma quì non ci tratterremo davvantaggio sopra tale 


oggetto. 


LXVIL 


La Equazione differenziale (H) esprime il termine generale 
della funzione (m+cos.0)" svolta in serie per i cosenì degli archi 
multipli; E così come ci siamo contenuti in questa ricerca , abbiamo in 
maniera analoga operato sviluppando în una serie della indole medesima 
le funzioni log. (m2+c0s. 9), &c. le quali tutte si comprendono sotto 


la forma generale F (m + cos. @), e individualmente per ciascuna ab- 
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biamo ottenuta una Equazione differenziale, dalla quale abbiamo 
dedotta la natura del termine generale A, della serie 


A + A, cos. fd + A, cos.2 9. ,.... + A, 05 PA 


Proponghiamoci adesso il seguente problema . Data la funzione 
F(m +cos.g), determinare generalmente la natura della funzione 
F, acciocchè sviluppando F(m-+c0s.9) in serie procedente per .i 
coseni degli archi multipli in modo che sia 


Y(m+ cos. 0) -A+A cos.g+A, cos. 29+......+ A, c05S00+.. 


possa il termine generale A, esser rappresentato da una Equazio- 
ne differenziale lineare del secondo ordine. 
Supponghiamo a tale oggetto 


z=F(m+cos.9) 
ed avremo 


=) =F"(m+cos.@) 


(È) =T"(m+co0s.9)— (cos.p) P"(m+cos.)—cos.9. F'(m+co0s.0) 


moltiplicando la terza equazione per P, la seconda per Q, la 
prima per R, essendo P,Q, R funzioni di n indeterminate, ed 
aggiungendo la loro somma alla quarta, avremo, chiamando, F 
per maggior semplicità la funzione F (m +cos. 0), 


To) ba dun Te) 0 e(d) if 


=F"- (cose) F+P F"+QF+RF-cos.p P......(K) 
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Abbiamo ora per il Teorema di Taylor 


F(m-+cos.9)=Fm+cos. oF'm+ coso Fm+ &e. 
a 


onde avremo, sostituendo nel secondo membro della Equazione (K) 
dopo semplici riduzioni 


d*z\ fd'z Rs 
() sd (Te) * e(15) » 
se(P+1)Fm +(P+1) F°mcoso + AT 


mu cos' 


P+1 
(Ei Fm 083 @+.. + Fm. così + 
2.9 DE 


+QFa+QF'm.cosp+ ele . cos? ® 


. POTRESTI De Fm. cos'g+. 
2. 2.5..0 


sata ta ep ELI 
2 
(R-3) 


Fm. costp +. ria © po 


moeospt+t.. 
DI 00 


Se ora, qualunque sia w, faremo 
(P+1)F%z+QF9"m+(R-w)F0m=0 


svanirà il secondo membro della Equazione superiore, ed avreme 


(È )- bi (CE) + e o) lola 


alla quale equazione lineare a differenze parziali soddisfarà 
z=F(m+cos.9) 


purchè sia Fm in modo determinato che si abbia 


pa d'“*E m 0g ®Fn Mr, dn 
dat da dn” 


Facendoy= pit 


Equazione lineare 


(P+1) DI Li +(R-x°)y=o0 Di 
(02 r°9 


Integrando questa Equazione avremo il valore di y che sostituito 
nella formula 


Fn=//"ydm" 


ci darà Fm con x + 2. costanti arbitrarie. Quì conviene avverti- 
re che il valore di Fm così ottenuto conterrà nella sua espressio- 
me la costante x; ma dévendo esserne F 7 indipendente, converrà 
in modo determinar le costanti che la x non vi apparisca, poichè 
la Equazione (R) deve esser sodifatta indipendentemente da x. 


LXVIII 


Questa osservazione ci condurrà alla soluzione del nostro pro- 
blema. Data la funzione F (m +cos. p), se dovrà soddisfare ad 
una Equazione a differenze parziali della forma 


1 +P £- ")- ba si +Rz=o0 
do dm? dm 


conviene che la funzione Fm soddisfaocia indipendentemente da # 
alla Equazione (R) 


Mocn(P+1) TEA LL SILE (R- n) FPR lo 


5) dm 


© se potremo determinare P, Q, R in modo che una tal condi» 
zione sia verificata, facendo a 
18 
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z=-A 4+A,c0s. p+A,c0929+. 


_ potremo sostituire questo valore nella Equazione 
a 3 I, 
(22) 9 (L2)- o(de) «nano 
do’ | \dm' “\dm 
sed eseguita la operazione, troveremo che A, dipenderà dalla Equa- 


zione li neare del 2° ordine 


prA Lg dA (R-s)A o 


dm’ dm 


Sia proposta per esempio la funzione 
z=(m+ cos. 9) 


avremo Fm=m"; sostituendo questo valore nella Equazione (R)» 
sarà 
Par 
I (n-0)(n-87 i)+ Sa (n-e)+R-a*=0 
m' 1 


che può verificarsi indipendentemente da x purchè le funzioni 
P,Q,R soddisfacciano alle condizioni 


TA n(n-1)+ Q2 R=o0 
m' m 


(1-22) dii Bia 


mè m 
Pil d, 
sio MEO 
mn 
onde ricaveremo 
Pemet 


Dr, 
DI 
[to] 


E sostituendo questi valori nella Equazione 


d'A dA 
Dit €22 +(R-x') A,= 
dm 1% dm ( =) ti 


troveremo che il termine generale A, dello sviluppo di ( m+cos.9)" 


per i coseni degli archi moltiplici sarà rappresentato dalla Equazione 


d'Al mm (2-1) dA, _(P-%) A.=o 


dm 1-m° dm i-m 


come abbiamo già ritrovato (LX). 


LXIX. 


Viceversa, se sia proposta la Equazione 
pd: gf (R-a) A,=o 


dove siano P, Q, R funzioni comunque di m, ed x un numero 


intiero, acciò essa ammetta un integrale particolare della forma 
A,=/F (m+cos. p) cos.® © do 

integrando tra i limiti 0=0,9= 7; converrà che F m soddisfaccia 

qualunque sia x alla Equazione (R) 


d** Fm d* Fm d'Fm 


(R)....(P+1)} dae +0 Sion +(R—x°) orari = 0. 


Per dedurre il valore di F m, incominceremo dal ridurla più sem- 


R 
Fasi 


plice, dividendola per P+1, € fatto Fai =H, P 
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P = L, la nostra Equazione (R) prenderà la forma 
+1 


d>Fm d'T m ( ri 
——_- ‘KR- La Gy = 0 
dm +H da E è i ) $ n 


Questa Equazione deve aver luogo qualunque numero intero, c po- 


sitivo sia x; se dunque varieremo x in x +1, avremo la Equa- 
zione 


d'*F m d°*Fm 'Fm _ 
Tee + 7a + K-L(0+1)} ogni io 
Ma differenziandola rapporto ad m avremo ancora 
d* Fm d'':Fm (dH d'#Tm 
dn hi dn ca i dn +K-La d mt 


Pico . AL | Fm 
MOR ppt 
)dm © dmn) dn 


E sottraendo l’una dall’altra, otterremo 


{IL _ IK 
dmn 1° In dafdn_, 
dn dE, e+)l dn 

m 
E quindi 
. dL_ dK 
dm dn 
d' Fm prg 


= /dH 
i =Ce Ta t(88+1)L 


Da questa formula otterremo integrando il valore di Fm con r4+i 


contanti arbitrarie, le quali se sarà possibilo in modo determinare 


di 


che Fm indipendentemente da x sodisfaccia alla Equazione. 


d** Fm d'''Fm vd Bata 
(P+1) da +2 da (Rx) “dari ia 


avremo allora 
A,=/F(m+cos.9) do® © cos. x 9 
she soddifarà alla Equazione 


d'A, dA, 3 
Prete) Ano 


purchè l’integrale sia preso tra i limiti 9=0,9=r. 


LXX. 


Abbiamo osservato {rxvm) che se nella Equazione a differen. 


ze parziali 
d'z d’z ld CA A 
P Î = 
19) + (îE) +Q (1) +Rz=0 


si sostituirà in luogo di 2 la serie 


z=A+A,cos.p+A,c05.29+A,cos. 39 +...+A,cos.x 9 + e, 


otterremo, sodisfacendovi indipendentemente dai coseni degli archi 
moltiplici la Equazione differenziale 


dA, 
pci 


+ od +(R-a')A,=0 
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Ta quale determinerà il termine generale A, della serie che espri- 
me il valore di 2. Questo valore essendo determinato da una Equa- 
zione lineare del secondo ordine, sarà generalmente della for- 
ma A,= 0,3 +0x-Ys) VO Cai c'. sono costanti arbitrarie dipen- 
denti da 2, e d,, 7 8000 funzioni di mM, ed x. Sostituendo que- 


sto valore di A, nella serie 
z=A-+A.c08.9@+ A.cos.296 +A,cos.3 è +&o. 


noi avremo un’ integrale della Equazione a differenze parz iali 


(75) +P [ETA a[# +Rz=o 
d toa dn \dm 


con una infinità di costanti arbitrarie. 


LXXI 
Ma per giudicare del'a° generalità di questa solazion», ripren- 


diamo a considerare la Equazione 


d'A dA 
CE re x) A,= 
tre DTT sia i ibi 


Facciamovi A,=9,.p", ove sia gx fanzione di m, ed x, e p fun- 


zione solamente di m. Noi avremo 


dla Dr 
dm P dm P Ta 
dI pg. dI fan adi 
Frrulasi e da +x (0-1)po.d Za 
i soporh, EP 
Po a 


Sostituendo quindi nella nostra Equazione, avremo la trasformata 
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pP d'a. (203 120,0 0)7 dI Pa pra IP mp" di 


dm 
; f dp’ d* p Ì 
1 AP Pps di ni Bots 
0%) Qp Sh P PuPp so o ; 
Facciamo per sodisfarvi 
ppT'a , (ante. r+Qp) dd _ Spa (R-w)p tg=0 
si. dm dm sf. ni na RE 
dp r 
RE JP_=o 
ep sd dn 42h, Da 


Supponghiamo adesso che da questa seconda Equazione si abbiano 
due valori particolari di p, che chiameremo > $; © dalla prima 
si siano parimente ottenuti due valori particolari diq:, che sup- 
pongo h,, k,; egli è chiaro che avendosi A,= q. p': sarà il valore 
completo di A. 


A,=C;h 2u+ ci, k, + 8° 
1h, 


essendo c,; e, due costanti arbitrarie. Sostituendo questo valore 


nella serie 
z=A+A,cos.p+A;c05.29* A, cos.3 9 + &o. 
noi avremo 
353 dB c, h,.u.cos.d + Cc,h.u'.c0s.2 +0, h,.ucos.3 p +0» 
+ coko+l,k,.8C08 p+0,.k,s*.c08.29+0,-k,-s°.c08.59+ fo. 


Espressione che soddisfarà alla Equazione ® differenze parziali 


Gn 
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LXXII. 


Consideriamo adesso la serie 

E=ch,+c,h,.u.cos.@+c,h,.u°.cos.29+C; h,u'.cos.30 + &o. 
svolgendo i coseni degli archi moltiplici per le potenze dell’arco, 
ed ordinando il resultato per le potenze di P, avremo 


E=c,-h+ ch, u+ ch. u + C; h, u + ko. 


ta 


x 
i 
TI c,hu+2". ch. wu +5. c,hyu' +%&o. Î 


+ | c,hu+ 2*.0,. hu +34. c,h,.u'+ f.} 
aegi* 
— ko. 


Supponghiamo ora che con qualsivoglia metodo siasi trovata la 


somma E, della serie 


z,=ch,tchu+C;- h,.u+c,h,u + &o. 


noi avremo anche 


5 ulut:, 
c,h,u+2"c.hw+3'c,hw+&o= —- - 
du 
A uduTutu1 x, 
c,h,u+2*c,h,u' +5'c,h;w-+&c.= Sonia 
du 
&e. 


per l 


Sostituendo questi valori nella espressione di E ordinata 
potenze di ?, avremo 
& ududz, o ududududz, ito 


E=s, ; 
2 du' tab du' 
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Se adesso prenderemo a consideraro l' altra serie 
E=c,k,+0.k,.5. 05.9 #0,k,5, cos. 2 9.+ ko. 


noî potremo effettuarvi le stesse trasformazioni. E facilmente si ve- 
drà che facendo 


y,=Cko +C,k0s + 0h +0k,5' +. 


noi avremo 


E? @ sdsed vy, o' sdtsdsts1 g, 


2 53 — &e: 
Digli 0 COSI 2.3.4 ds da 


Abbiamo veduto che alla Equazione a differenze parziali 


(EF) <P (10) + (o) anco 


si sodisfà mediante il valore di 2 
z=c,h,+c, hu, cos. 0 +c.h, u° cosa 9 + &o. 
+c,k,+c",k,s.cos.0 +0,k,.s° c0s.30 + Ke. 
ossia mediante il valore 
z=E+E 


Quindi sostituendo per E, ed E' le espressioni trovate, si avrà 


® udud £ e udududud 5, 
= A po a - &o. 
sehr ge A du 
+9, g sdsd p, 5 0 sdslsdsI g, _ A 


3 ds .5.4 ds, 


to 


LXXIII 


Tutto pertanto consisterà nel ritrovare i valori di £,,edi Y,, 
ossia nel sommare generalmente una serie della forma 


colte hute, h,u+c,h,w +%o. 


nella qual ricerca il Teorema di Parseval che abbiamo precedente- 
mente dimostrato, e generalizzato poò «pesso esserci utilissimo. Re- 
sulta infatti la nostra serie dalla somma dei prodotti dei coe ffi- 
cienti di y nelle due serie 
coteuy+eo wa cy + cu y + &o 
hthy+thg+hy+hy + 

1a prima di esse, a cagione delle infinite arbitrarie. rappresenta 
un’avbiterria fazione di p y. che ciiuneremo 1; y; ed ottenuta 
la somma della seconda serie. la quale sarà una fonzione determi. 
nata di 2, cd y, è chiaro che nella espressione delia quantità 


z,=ch*chu+c,h.w + 8%o. 


sempre sarà compresa una funzione arbitraria di w. Lo stesso devo 
dirsi per la fuazione Y,; 


LXXIV. 


Riprendinmo attualmente la espressione di 2 precedentemente 
trovata 
udud 3 LS udadududg, Bo; 
a du 2.5.4 da 


Le ia (SQsdsdsde,)— gig; 
3. ds 2:35.4 


1,7 


noi abbiamo veduto, artico. (iv) che posto “ = 7, si ha sempre 


ududu.... ds,= ad 5? 
du" dy° 


Quindi la prima linea del valore di z potrà mettersi sotto la forma 


® d: 2? ®* d' x? 
vie oo NE IE 
2 dy° "% 2.5.4 dyt o, 
cioè facendo 27 =P, 
P, Le, ac i o È, - &e. 
2- dy° 2.5.4 dy* 


serie che rappresenta lo sviluppo della funzione 
KP 4 P 
T, g+9p/-t y-PV1 


Ma essendo u=e”, la prima linea del valore di 2 sarà rappresen- 
tata dalla forziula 


(Cini 


P +P ì 
log.u+ey=1 log.u-@y=1) 
E similmente per la seconda linea troveremo 


+ 


log.s+0 /-1 log.s-=9 /-1 
d Vv dd 


essendo Q in modo determinato ; che facendo s= e”, si abbia y? =@, 


In tal maniera il valore di z potrà più concisamente essere 
espresso dalla formula 


2? log.u+9y1* P log.u-0y/-1 +0 log.sxgy-1*® log.s-py-1. 
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LXXV. 


ì 


Ma per ottenere sotto forma finita l'integrale della Equazione 


(+? T2)+0 de) +Rz=o0 


dn 


si può anche tenere una più semplice strada. Abbiamo infatti ve- 


duto (rxxvi) che ad essa sodiisfà la serie 
z=C,h,+c,h,.u.cos. Q+C,h,.u"°.c0s.2 + &o, 


+0,k,+ck .5.c05.9+0%. k..s° cos. ? + &e. 
Supponghiamo ora di aver trovata la romma R, della serie 
R,= ch + h.u.y +c,h,u.y° +; ha. yi +00 


Egli è chiaro che avremo 


I 


1 $R +R ì 


7 ì oV_: i ti 0+c;h,u°cos.29+&o. 
e e 


e similmente se chiameremo IR, la somma della serie 
Ri=ch+00hs°y + ch IT &e. 


noi avremo anche 


( R 4 R' 
d.$ over lov {=0ko+Ck,s*cos.p + c'.k.* 8° cos.29+&ce. 
{ e e 


, 


Quindi sostituendo questi valori nella precedente espressione di 2, 
sarà 
{R_ + R VI RS 


} 
z=3: ov —ovul ovel movai ì 
ie e e e 
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LXXVI 
La funzione R, rappresenta la somma della serie 


c,h,+c, hu y + c.h,u y- + &o. 


ed a motivo delle infinite arbitrarie c., c,, c., &e. nella di lei 


espressione può supporsi (Lxxni) complicata una funzione arbitraria 


R R 
di 2 y. Chiamandola F +27, nelle quantità 9v=1, PV, ver 
e e 
e A E ever —oV-I 
ranno comprese le funzioni arbitrarie Fue , Fue ;s ed è 


chiaro che sostituendo nella proposta Equazione a differenze par- 
ziali in luogo di 3 la quantità 


SR R 
2=353) ovu+o ov 
{e e 
dv: eva 


tra le fanzioni arbitrarie Fue , Fue non si potrà ese- 
guire nessuna riduzione a motivo del multiplo differente diu. Quindi 
quelle funzioni potranno tutte supporsi dilferenti , ed alla proposta 
È 5 e R R' 
solisfaranno parzialmente le quantità ov , FINZI, 0-1) 
e e e 
R' 
—V/71 + 
e 


Quindi apparisce che il completo valore di 3 si otterrà ancora nel 


: * tarS Ù ES, 
ca o in cul non potremo conoscere la quantità Ris cioè la som- 


ma della serie 


c,ok+c,ks'y +. k, sy + &o. 


poichè dalla cognizione del solo valore di R, si ha la maniera di 
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introdurre nella espressione di 2 due funzioni arbitrarie, quali con- 


vengono acciò sia completo I° integrale di una Equazione a parziali 
differenze del secondo ordine. 


LXXVILI 


Per vedere una applicazione di questo metodo, prendiamo a 
considerare la Equazione 


d°z \ ; dz ® ( dz ) x 
(E o) + (m°- 1) (È a) +m(1-2 7) 3 +23 =0 
ove sia 2 un numero intiero e positivo. Facendovi 


z= A+ A. cos.p+A, cos. 29 + A, cos. 3 9 + &o. 


troveremo A, determinato dalla Equazione 


dm” in dm i-m 


d'A, * m(an-1) dA, __ (na) gi 
dalla quale avremo per A, un integrale particolare così espres- 
se (Lxv) 


d'' pi 


A, = (n° 1Yi C,* dn 


essendo p=m-y(m°—1). Sostituendo questo valore nella serie pro- 
posta, si avrà 


2=(m°-1) e {c,p cos. @ +c, pcos.2p-c, pcos.5 0+ &o} 


v ov! 


- + x VEL 
La serie compresa tra le parentesi equivale a Fpe +Fpe , 
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essendo F una funzione arbitraria; quinli sostituendo , avremo 


I evo mev_i 
z=(m°-1) - Fpe - Fpe 


ove, come sappiamo (Lxxvi), possiamo supporre diverse le due fun- 
1 


zioni arbitrarie. Essendo inoltre p=m— y(m°-1)= 


—n+y(m—-1)* 
sarà ancora, mutando le caratteristiche delle funzioni, 
{ UVATI evi 
a (mi de! Rane dir), Je + Y(m-ym'-1))e 


d n 


E questo rappresenterà il completo integrale della proposta. L’ ap- 
plicazione di questo metodo nun essendo di veruna difficoltà non 


ci tratterremo sopra altri csemp]. 
LXXVIII 


In questo caso abbiamo ottenuto il valore di z sotto la forma 
d'infinita serie, e sotto la forma finita, ma ordinariamente le serie 
che si otterranno non saranno suscettibili così facilmente di csse- 
re simmate , è converrà. contentarsi della frmad’ irifinita serie. Pren- 


diamo per esempio a considerar la Equazione 


d'z d ") n 5) 
dA — |) + = 
de) **\ge RIEN ERA 
ove siano a, d, c quantità costanti. Facciamovi per ridnrla più 


semplice 


5 = glo-®= 


a 


À 


EL 
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essendo R, K quantità costanti; ed avremo sostituendo, e dividendo 


h K 
per € P+ EM 1a trasformata 


d' p Ù dp dp PA 
(03 + ohae (15) + Ei +ah+bK+c jp=o 
Ponghiamo adesso 


2h+a=0 


h+ah+bK+c= 0 
ed avremo 


E la nostra trasformata si ridurrà alla semplicissima forma 


ig (7 5 dp 
do si dm 4, 


Dallf quale dovrà determinarsi il valore di p 


î FERIE co 
Facciamovi pet tanto 


p=A+A,cos.p+A,c0s. 2 9+ A,cos.3p+..+A,c05.0@+..> 


e sostituendo , immediatamente si vedrà che il termine generale A, 
dovrà sodisfare alla Equazione 


dA, 


t) Ta x A,=0 


Onde ritrarremo 


155 
ove 9, è l’arbitraria introdotta dalla Integrazione , che per maggior 
generalità si suppone funzione di w. Sostituendo questo valore nella 
serie che esprime il valore di p sì avrà 


m .m .m 
p= ‘q+ged. cos.p+g,eb.cos.9d+gq,. e b.cos.Sps.... 


cede 


Dove le infinite arbitrarie q, q,3:9:--+... mostrano la presenza di 
una funzione arbitraria, che può mettersi in evidenza come prece- 
dentemente abbiamo fatto (rxxvm). Ordinando in fatti per le po- 
tenze di p, si avrà 


m x .m 
P=I+q€b+G. db +qGeb +. 


La an «im 
2lgieb + 2° ge 3 +5°g; ci Se 


e facendo 


îm Ni gi îm 
q+uqie db +9, 5 +q9,€ b+...= Fie db 


ove F rappresenta una funzione arbitraria, si avrà sostituendo , & 
m 
facendo u= e b 


> udFu è ududFu 
=Fu- + —__—- 


c pol IZ — &o: 
du 2.5.4. du’ 


Ma avendosi 
20 
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aa -4e 
SC nt m 
z=e *‘ p 
sarà ancora 
a alc 

- $ P+ 5 .m < 
z=@ { va gudFu to e ududFu - 
ì 2 du 2,54. du i 


che rapprenterà 1’ integrale della Equazione 


- Reg u 


m 
con una funzione arbitraria di 2, ossia di e 3° 


LXXIX. 


La Equazione a parziali Differenze di cui ci siamo occupati è 
stata per lungo tempo dei Geometri creduta non suscettibile di am- 
mettere nel suo Integrale veruna funzione arbitraria ; ed invalse 
tale opinione finchè il sommo Sig. Paoli ne dimostrò la erroneità 
con dottissima analii, prevalendosi di un ramo di calcolo Integrale 
di cui fù il primo promotore, quello cioè delle Equazioni che 
comprendono le differenze parziali finite, ed iofinitesime di una 
fanzione; Equazioni delle quali abbiamo giù veduto qualche esem- 
pio (xx), ed ottenne l’Integrale della proposta con due funzioni 
arbitrarie. Posteriormente essendosi i Geometri rivolti con maggio- 


re attenzione a considerare il numero delle funzioni arbitrarie as- 
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solutamente irreducibili che nell’ Integrale delle Equazioni a Dif- 


ferenze Parziali sono comprese, hanno riconosciuto che senza limi- 
tare la generalità dell’ Integrale potevano le due funzioni arbitra- 


rie dal Sig. Paoli ottenute nell’ Integrale della Equazione 


Te) +a Td) +5 


7 


dm 


dz 
(> +cz=0 


ridursi ad una sola, e questa osservazione che il Sig. Poisson 


fece il primo, è stata per differenti strade confermata dal Sig. La- 
place, e dal Sig. Paoli stesso. 


LXXX. 


Scegliendo per integrare la proposta in luogo dì una serie ordie 
mata per i coseni una serie che proceda per i seni, si otterrà ap- 
punto una nuova espressione per z la quale aggiunta alla precedente 


offre una più general soluzione di quella ottenuta. Riprendiamo la 
Equazione 


d'p dp\ _ 
dg O (GE ni 


dalla quale abbiamo veduto (Lxxvi) che la proposta dipende . Ih 
luogo di p facciamovi ì 


p= M, sen.9 + M.sen.29+ M, sen.59+...+ M.senapa... 


e troveremo per determinare M, la-stessa Equazione che sopra ab 
biamo incontrata (Lxxvm), cioò 
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M 
bAM. Mò 
dm 
ande . m 
M, =“ cx ef Ba 
quindi sostituendo, si avrà 
m m 


mn 


—__ Bia si 
p= ce bh. sen p+c.e b. sen.20+C,@ b- sen5p+..> 


cioè ordinando per le potenze di @, e facendo, come sopra (caxvili) 
m 


u=e@b, si avrà anche 
» . + 
p=? ì con+acu +3c,w +}cu +... 
2 2 2 
23 ì c,u+2 cu +3' cu +4. +. 


s 2 2 
3 MITECCO, MTTETTORE 
— &c.... 
onde facendo 


2 2 a 
cou+a gu +3c,w +4 cu +..=Yu 


sì otterrà 


udYtu 
c,u+2'C,U° a Bre, +.= 
du 
2 
ududvu 
c,u+9' cu? +5 cu Atari 
u 


&eo, 
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© sostituendo 


p=tru ® udYtu , o ududtu 


— &e. 
2.3 du 2.3.4.5 du - 


ma abbiamo 


+ udtu_, © ududYu _g5 
2.5 du 2.5.4.5 du 


Se aggiungeremo questo valore di 2 a quello precedentemente ot- 
tenoto (rxxvin) si avrà per l’integrale della Equazione 


dz dz dz 
d'a da\ 3 (da È 
(GE) au (2) # (1) id ari 


N 


la più generale espressione 


ove sebbene nella quantità compresa tra le parentesi appariscano 
due funzioni arbitrarie, pure essa non dipende che da una sola 
arbitraria funzione, come può vedersi dimostrato nella memoria 
sulle soluzioni particolari del Sig. Poisson, e nella opera sulle Pro- 
babilità del Sig. Laplace. 
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LXXXI. 


E’ molto osservabile che lo stesso metodo con cui può integratsi 
la Equazione 


19) + a (E bilie 


. 

nel caso di a, d, € costanti, può ancora applicarsi al caso in cui 
più generalmente siano a, B, c funzioni comunque di m. Faccia- 
mo in fatti nella nostra Equazione 


z=A+A,c0s.9+A,c05.20+A,cos.5p+..+A, c0s.x pt. 
ed avremo sostituendo 


adA adA, adA 


21998: cos00 +2 003 adA 
dra Pe; + “im 0 (-) sd 9 . ® da Ss. @+et 


1 n° cOS.aopia 


+5A+DA,cos.g+bA,cos. 29+bA,co0s.3 9 +..+ BA COSE Pete 


— A.cos.p— 2°A, cos.ag—3" A,cos.5 9 — &e — aÈ A,cos.a 0 —&o. 


i 
—_c=0. 


Supponghiamo ora primieramente per sodisfarvi 


À 
a da +b5A-—-c=o0 
dm 


onde avrassi 


b 
b = Sn | 
Az=e o B+/e dm | 
à 


ove R è una arbitraria. Sia inoltre 


35g 
adA, f 
dm +(2-x°)A,=o. 


© sarà integrando 


dm .b 
xef—--f-.dm 
A.,=B,e a a 


son le quali determinazioni la trasformata optenuta sarà completa 
tamente sodisfatta . 


Sostituendo questi valori nella serie assegnata per 2, si avrà 


dm 


= Slam 
z=e Sa {B-Bel 


‘dm dm 


ica x ser 
“ cos.p+B, e* ‘4’c0s.29+Be' 4 COS.SP+. 


pi 
—SLbrdm Si an 
pg) È a 
e 


dm 
a 


Possiamo operare come precedentemente sulla quantità compresa 
tra le parentesi affine di porre in evidenza la funzione arbitraria 


ehe dalle infinite indeterminate B, B,, B., viene annunziata; e 


° yi dm 
facendo e/ Ta =, si troverà facilmente eseguendo le operazio- 


ni indicate (Lxxvii) 


SL. dn n 4 
CAR _ 9 udFu g_ ududFu _ } 
ù {ra 2 du METEIT® du Se 


LXXXII 


Se l’ultimo termine c della Equazione 
de dz 
TS il: “aaa 


fosse funzione non solo di m ma ancora di m, e @, la integrazione 


della proposta non ammetterebbe nessuna nuova difficoltà . Incomint- 
ceremo ad applicare alla funzione c i metodi precedenti affine di 


svolgerla in serie per i coseni degli archi moltiplici, e sarà gene- 


ralmente (xxx) 
c= 2 /cdg+7.cos.9fe dp.cos. $ +i cos.a fp fc d ®cos. 29 + 
integrando ira i limiti p=0, p=r. E facendo per semplicità 


2 
p.= j/0cd0. cos. 
avremo 
4 
= <P. + p. cos. @ + p. 008. 2 +... + p, C08NP +. 
Facciamo inoltre 
z= A+A,cos.p+A,cos.2 p+A, cos. hp +...+ A, c05. a ptc: 


ed ambe questi valori si sostituiscano nella Equazione proposta 


d'z dz 
(7° (de 
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ed avremo 


dA 


2 8 +08 c0 dA ei sit dA, Ro” 
a Ta + 00804 7 08.20 O Tar 008 pae eta POST 


— A; cos.d-2° A, cos.ag— 3° A;cos.39.:.... A, cos. p. 


+LA+5A,cos.g +bA,cos.20 +5A,cos.5p+..,.+dA, c0sìxd +. 


— 1 po. —-p.c0s.® — p.cos.2 @ — p;cos.59....-- p: c0s.0d — &o. 
per sodisfarvi "siamo 


dA 
a a PACE Po 


onde si trarrà 
2 dm 
A=etSa' B+3 fida 
E dm 


Si faccia inoltre. qualunque sia x 


a Di +(5—x°) A,—p,=o0 


cioè integrando 


dm 


af fa sofa sata ef su 


ossia, facendo per semplicità 


qu P 
el= 


2I 
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avremo più semplicemente 
z } 

-.dm 
ha L'è a 2; 


b 
ufo 
Au e I°") B.+3,f 
Sostituendo questi valori nella serie 
z= A+A,cos.p+A, cos. 29 +.1....+ A, COS. 0 +e 


facilmente vedremo che per semplicità facendo 


îa-fi sdm 
u* d,= A 


ti 


Il resultato della sostituzione potrà mettersi sotto la forma 
1 - 
= gd +4, C05.@ +2, c05.29 +2, cos.59 + &e. 


b i » 
adi (RL {D+B. 4. cos. 9+B..u° cos.2p+B,u' cos.3 pg + &c. 


La quantità compresa tra le parentesi è suscettibile delle ridu 


zioni stesse che abbiamo praticate in casi analoghi (Lxxvin); ed or 
dinandola per le potenze di 9, e ponendo in evidenza la fanzioni 


arbitraria che le infinite indeterminate B, B,, B, &e. ci amnun 
ziano , si otterrà facilmente 
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Tr 
= 7% +4 €08. 9 + 4, 605.2 +4, c0s. 3 9 + &o, 


AR *udT + ududFu 
a dm} Py La udtu ® ududtue _ ) 
+ e Sa: i Da de aspre se y 


ove Fw è una funzione arbitraria 


Così in questo caso, come nei precedenti due, se si fosse scelta 
una serie ordinata per i seni, noi saremmo pervenuti ad un diffe- 
rente valore di z che aggiunto al precedente ci offrirebbe le con- 
siderazioni stesse che ci presenta il caso più semplice che nell’ an- 
ticolo (xxx) abbiamo trattato 


LXXXIIT 


Questo metodo può ancora con successo applicarsi alle Equa: 
afoni della forma stessa di quelle finora trattato, ma ad un mag- 
gior numero di variabili, Prendiamo infatti a considerare la Equa- 


zione a 4 variabili 
SEE 
dm! dt 


ove siano a, 3 quantità costanti. Facciamovi al solito 
z=A+A,cos.9+A,cos.29+A,cos.5p+....+ A.cos.0.@ + &e; 


essendo A, A,, A. &o. fanzioni di m, e #. Sostituendo nella propo- 
sta, e sodisfacendovi indipendentemento dai differenti coseni, tro- 
veremo che il termine generale A, della nostra serie è rappresen- 
tato dalla Equazione 


ali do) 45 (o RI 
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cioè integrando 
mi 
ESE 


A,=€@ 5 Y,(bm-at) 


ove F, dinota una funzione arbitraria . Quindi avremo sostituendo 


1 : 5: 

ELSE, = t Lr 
z=F+e d F,cosp+e db Tcos2g+e DEF, cossp+to. 
ove F, F,. F, &c. sono tutte funzioni arbitrarie di bm-attra di 


loro differenti, ed infinite di numero. 
LXXXIV. 


La Equazione più generale 
25) =a@ ca + d (25) 4,0 4 
dg dm di 


ove a, d, c siano funzioni di m, e f, ammette un integrale della 
specie stessa di quello che per la Equazione precedentemente svi. 


luppata abbiamo ottenuto. Facciamo infatti 
z=A+A,cosp+A;c05.2 9, + A, cos. 3g +2. +A,C08.XP+ &o. 


essendo A, A, A, &e. funzioni di m, e £. Sostituendo nella pro- 
posta questo valore di 2, e sodisfacendovi indipendentemente dai 
differenti coseni, troveremo che il termine generale À, dipende dal- 
la Equazione 


dA dA 
CL di > pe 
ni ) È CHE [e È 


dm 


Per integrarla, dovremo , secondo il conosciuto metodo dovuto al 


i 168 
Sig. Lagrange, formare le due Equazioni 


bdm-adt=0 
bdA,-(x°+65)dt=o0 


La prima Equazione a due variabili m, £ supponghiamo che in- 
tegrata dia 


h=R 


ove A è l’arbitraria introdotta dalla Integrazione . Se me diante que- 
sta Equazione elimineremo m dall’altra 


bd A,-(a°+2)dt 
sì otterrà immediatamente 
Pol de + Pf dt 
b b 
A,=€@ k 


ove k è l’arbitrarià, e dove nelle quantità d, c è stato in luogo 
di m sostituito il suo valore preso dalla Equazione 


h=R 


1 integrale delia Equazione 


[dA b Li +(c+x)A,=0 
“\dm Ra dt ( ) 
è come sappiamo 
k=F. A 
essendo F_ una funzione arbitraria. Eliminando dunque k, ed h 


mediante le Equazioni ottenute, sl avià 


rd fee- 
Rd chi 5 diFR 
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ROTORE ai e X a È il Ga 
purchè gli integrali f x da dit siano presi nella ipcetesi di R 
costante, secondo l’espressivo modo di dire che il Sig. Paoli ha por 
sto in uso il primo. 


Si sostituisca adesso questo valore di A, nella serie 
z=A+A cos.p+A,cos.29+...+A,cos.n0+... 


ed avvertendo che questo valore di 2 sodisfà per le determinazio» 
ni precedenti alla Equazione 


d.2 d 2 dz 

—)=a(—-) x45(_-]+0% 

do dm di 
indipendentemente dai diversi coséni, potremo per maggior gene- 
ralità supporre che di termine in termine sia differente la compo- 
sizione della funzione arbitraria F.R. In tal maniera si avrà, fate 
ta la sostituzione i 


e Y Vi, . fat 
szel7 dt jFR+te T-FR.cosote ER 008,2 @+ 1 


LXXXV. 


Se vi fosse ancora un ultimo termine e funzione di m, #. ® 
in modo che dovesse integrarsi la Equazione 


d’3 dz dz 
= RS o pera 
(16) " so di E t CI 


il metodo stesso precedentemente posto in uso ci sarà assai utile, 
S'incomincerà da svolgere la quantità e in una serie ordinata per 
i coseni degli archi moltiplici di ©, e facendo per semplicità 


2 


p.= : Jap.e.cos.co 


n 


16? 
ri 

ave l'integrale sia preso tra i limiti @=0,©=s, noi avremo 

e=%p.+p.05.9+p, cos.2P+p,coss5P+..+p;cos.cp+.. 


Supponghiamo ora 


z= A +A,cos9+A,c0s.29 4 A,cos.39+..-+A,cos.x9+:,. 


e questo valore di 3; € quello di e si sostituiscano nella proposta 


i d “i dz 

e ai 

(1 (È #6 (Forse 

alla quale se sodisfaremo con le sostituzioni indicate indip endente- 


mente dai differenti coseni, si troverà che il termine generale A 
dipende dalla Equazione 


dA, (dA, Da 
ila e) e ae ae 


dalla quale dedurremo le solite due Equazioni 
bdm-adt=o0 
BdA,-(a°+c)A,dt-p,dt 


e se & = R rappresenterà l'integrale della prima Equazione, ove È 
è arbitraria, ed R funzione di 72, e #, noi avremo dalla secon da 


d d 
SRI proff ga peo SaS 
AsFRe —e Ty ga 


purchè tutti gli integrali si prendano nella supposizione di R_co- 
stante. Facendo per maggior semplicità 


prega o IEEE: è 


+ . pidt 


cin 
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sarà anche 


A,=F.R.e dana 


Il primo termino A lo troveremo espresso dalla formula 
Gi e 
Pi aa 1 ALE 


e 
Ae: ge + | ‘FR 


e sostituendo questi valori nella serie 
‘“z=A+A,cos.p+A,cos 29+.,+A,c0509+.. 


si troverà, previe le solite avvertenze sulla diversità che impune 
mente possiamo ammettere tra le fanzioni arbitrarie comprese nell 
quantità A, A,, A.,.-., che il valore di 2 sarà dato dalla serie 


e 
dt 
toa 


iacacmesg cos. 2 © + g, cos. 30 +&o. 


7 Hi s/% 
+e fe fon +e ST cos.so-F,R+e® St coss9.F,B+& 


La quale espressione sodisfarà alla proposta 

Molto facilmente si potfebbero moltiplicare gli esempi di qu 
sto metodo, ed estenderne l’applicazione ad Equazioni di ordi 
più elevati, ma la di lui semplicità, ed uniformità ci dispensa « 
un ulteriore sviluppo. 


PINO Boo ne 


MMM 


BIBLIOTECA 
Scuola Normale Superiore 


